
ขอเสนอโครงงานวิศวกรรมไฟฟา วิชา 2102490 ปการศึกษา 2558

ชื่อโครงงาน (ไทย) การหาโครงสรางเชิงสาเหตุสำหรับขอมูลอนุกรมเวลาดวยวิธีทดสอบทางสถิติบน
การประมาณแบบจำลอง

Project Name (English) Exploring Granger causality for time series via statistical tests
on estimated models

ชื่อนิสิต นาย นันทนัช รักษาศรี หมายเลขประจำตัว 5530299121 SRA ACO

อาจารยที่ปรึกษา อาจารย จิตโกมุท สงศิริ หองปฏิบัติการวิจัย ระบบควบคุม

1 หลักการและเหตุผล

ในปจจุบัน ขอมูลอนุกรมเวลา (time series) นั้นเกี่ยวของกับชีวิตประจำวันไมมากก็นอย ตัวอยาง
เชน ราคาของหุนในแตละวัน ปริมาณน้ำฝนในแตละเดือน ปริมาณความตองการใชไฟฟาในแตละวัน หรือ
แมกระทั่งสัญญาณคลื่นไฟฟาทางสมอง ถาสามารถทราบถึงความสัมพันธระหวางตัวแปรตางๆของขอมูล
อนุกรมเวลา ก็จะสามารถอธิบายการเปลี่ยนแปลงหรือพลวัตของขอมูลอนุกรมเวลาวามีผลจากอะไรบาง
ขอมูลอนุกรมเวลาที่สนใจในโครงงานนี้คือ EEG (electroencephalogram) หรือการตรวจคลื่นไฟฟา
ทางสมอง เปนการบันทึกสัญญาณไฟฟาที่เกิดจากผลรวมของกระแสไฟฟาของกลุมเซลลในสมอง โดยเลือก
ใชแบบจำลองถดถอยตัวเอง (Autoregressive (AR) model) มาอธิบาย เนื่องจากแบบจำลอง AR นั้น
คาสัญญาณขาออกที่เวลาปจจุบันจะขึ้นกับคาของสัญญาณขาออกของเวลาในอดีตและสัญญาณรบกวน
ในปจจุบันเทานั้น ดังสมการ

y(t) = c+ A1y(t− 1) + A2y(t− 2) + · · ·+ Apy(t− p) + v(t) (1)

เมื่อ y(t) และ v(t) คือสัญญาณขาออก และสัญญาณรบกวนที่เวลา t ตามลำดับ ดังนั้นแบบจำลอง AR
จึงเปนแบบจำลองที่ดีแบบจำลองหนึ่งสำหรับใชในการอธิบายสัญญาณ EEG

สำหรับโครงงานนี้ การอธิบายความสัมพันธของตัวแปรในขอมูลอนุกรมเวลา หรือโครงสรางเชิงสาเหตุ
จะถูกอธิบายดวยเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล (Granger causality) โดยจาก [1] หลักการ
พื้นฐานของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลคือ ถาหากตัวแปร x มีผลตอตัวแปร y แลวการที่
รูคาของตัวแปร x กอน ยอมจะชวยใหการทำนายคาของตัวแปร y มีความแมนยำมากขึ้นกวาการที่ไมรู
คาของตัวแปร x มากอน ดังนั้นเมื่อนำมาประยุกตใชกับแบบจำลอง AR เงื่อนไขความสัมพันธระหวาง
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เหตุและผลของแบบจำลองนั้นสามารถเขียนไดในรูปสมการเชิงเสนของคาสัมประสิทธิ์หรือคาพารามิเตอร
ของแบบจำลอง หรือก็คือ yj ไมใชสาเหตุแบบ Granger ตอ yi ก็ตอเมื่อ

(Ak)ij = 0 (2)

เมื่อ (Ak)ij คือสมาชิกตัวที่ (i, j) ของเมทริกซ Ak ซึ่งคือพารามิเตอรของแบบจำลอง AR สำหรับทุกคา
k = 1, 2, ..., p

การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลองจะเลือกใชวิธีการประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุด (max-
imum likelihood (ML) estimation) ถาคาของพารามิเตอรมีคาเทากับศูนย จะสามารถบอกไดวาขอมูล
อนุกรมเวลาไมสัมพันธกัน โดยปรกติแลวเมทริกซ Ak ที่ประมาณไดอาจจะมีบางสมาชิกที่ไมเทากับศูนย
จึงตองตั้งสมมติฐานขึ้นมาเพื่อทดสอบสมการ (2) วาเปนจริงหรือไม กลาวคือการทดสอบหารูปแบบโครงสราง
ของคาที่เปนศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลอง AR

การทดสอบสมมติฐานนั้นจะนำหลักการของการทดสอบWald มาใช โดยจาก [2] การทดสอบWald
มีหลักการคือ ถาสมมติฐานวาคาที่แทจริงของพารามิเตอรมีคาเทากับศูนยเปนจริง แลวคาพารามิเตอร
ที่ประมาณไดควรมีคาเขาใกลศูนยอยางมีนัยยะสำคัญ จากนั้นจะสามารถประมาณคาพารามิเตอรใหมได
ภายใตขอกำหนดที่วาคาของสมาชิกบางตัวของพารามิเตอรมีคาเปนศูนย ซึ่งอยูในรูปแบบปญหาการหา
คาที่เหมาะสมที่สุดภายใตขอกำหนดคาคงที่เปนศูนย (optimization problemwith zero constrain)

โครงงานนี้มีจุดประสงคที่จะอธิบายความสัมพันธระหวางตัวแปรตางๆ ของขอมูลอนุกรมเวลาผานคา
พารามิเตอรของแบบจำลอง AR โดยการหารูปแบบโครงสรางของศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลอง
2 การกำหนดปญหา

พิจารณา (1) แบบจำลองถดถอยตัวเอง (Autoregressive (AR) model)
y(t) = c+ A1y(t− 1) + A2y(t− 2) + · · ·+ Apy(t− p) + v(t)

เมื่อ y(t) ∈ Rn = (y1(t), y2(t), ..., yn(t)) เปนคาของสัญญาณขาออกของแบบจำลอง และ yi(t) เปน
สมาชิกตัวที่ i ของ y(t), A1, A2, ..., Ap ∈ Rnxn เปนคาสัมประสิทธิ์หรือพารามิเตอรของแบบจำลอง,
c ∈ Rn เปนเวคเตอรคาคงที่, p คืออันดับของแบบจำลองและ v(t) คือสัญญาณรบกวนซึ่งกำหนดให
เปนสัญญาณรบกวนเกาสสีขาว (Gaussian white noise) โดยมีคาเฉลี่ยเปนศูนย และเมทริกซความ
แปรปรวนเปน Σ เราสามารถเขียนแบบจำลอง (1) ในรูปแบบสมการเชิงเสนในพารามิเตอรไดดังนี้

y(t) = AH(t) + v(t) (3)

เมื่อ H(t) =
[
1 y(t− 1)T y(t− 2)T · · · y(t− p)T

]T ∈ Rnp+1 และ v(t) ∼ N (0,Σ) คา
พารามิเตอรของแบบจำลองที่ตองการประมาณคือ A =

[
c A1 A2 · · · Ap

]
∈ Rn×(np+1) ซึ่งจะ

นำวิธีการประมาณแบบ ML มาใชประมาณคาพารามิเตอรนั้น โดยจะถูกกลาวถึงในภาคผนวกหัวขอที่
6.1

2



การทดสอบ Wald

ในหัวขอนี้ จะกลาวถึงการทดสอบWald ซึ่งเปนการทดสอบสมมติฐาน (hypothesis test) บนพารามิเตอร
ที่ไดจากการประมาณวาเปนไปตามสมมติฐานที่เราตั้งไวหรือไม โดยเปนเนื้อหาสรุปมาจาก [2] กำหนด
ใหตัวแปรไมทราบคา θ ∈ Rp เปนพารามิเตอรที่ถูกประมาณคาดวยวิธีการของ ML และให Avar(θ)

คือเมทริกซคาความแปรปรวนรวมเชิงเสนกำกับ (Asymptotic covariance matrix) ของ θ ซึ่งสามารถ
หาไดจาก

Avar(θ) =
1

N
I(θ)−1

เมื่อ I(θ) คือเมทริกซของฟชเชอรอินฟอรเมชัน (Fisher information matrix) ของ θ ซึ่งอยูใน y

(สำหรับ 1 ตัวอยาง) โดย y คือตัวอยางของขอมูลและ N คือ จำนวนตัวอยาง โดยนิยามคือ
I(θ) = E

[
(∇θ log f(y|θ))(∇θ log f(y|θ))T

]
= −E

[
∇2

θ log f(y|θ)
]

จากนั้นตั้งสมมติฐานวาง (null hypothesis) เพื่อใชในการทดสอบสมมติฐานคือ
H0 : r(θ) = 0

เมื่อ r : Rp → Rm คือฟงกชันขอกำหนด (restriction function) โดย m 6 p ตัวอยางเชน
θ1 = 0, θ1 + θ3 = 0

และจาก [??] การทดสอบ Wald จะใชการทดสอบเชิงสถิติดังนี้
W = r(θ̂)T

[
Dr(θ̂)Âvar(θ̂)Dr(θ̂)

T
]−1

r(θ̂) (4)

เมื่อ Dr(θ) คือจาโคเบียนของฟงกชัน r เทียบกับ θ และ Âvar(θ̂) คือคาประมาณของเมทริกซคาความ
แปรปรวนชวงเชิงเสนกำกับของ θ̂ โดยสำหรับการประมาณแบบ ML คาของ Âvar(θ̂) สามารถหาได
จาก

Âvar(θ̂ml) =

[
−

N∑
i=1

∇2 log f(yi|θ̂)

]−1

(5)

เราสามารถพิสูจนไดวาคาทางสถิติของ Wald (W ) จะมีการแจกแจงลูเขาสูการแจกแจงแบบไคสแควร
(Chi-square distribution) โดยมีองศาอิสระเทากับ m

กำหนดให α คือคาระดับนัยสำคัญ (significance level) ซึ่งนิยามคือ
α = Prob(W > X 2

α,m) = 1− P (W 6 X 2
α,m) ≈ 1− F (X 2

α,m)

โดย F (X 2
α,m) คือฟงกชันการแจกแจงแบบไคสแควรของ X 2

α,m และ X 2
α,m คือคาวิกฤต (critical value)

ดังนั้นจะไดวา
X 2

α,m = F−1(1− α)

โดยการทดสอบสมมติฐานดวยวิธีการทดสอบ Wald เราจะปฏิเสธ H0 ถา
W > X 2

α,m
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รูป 1: รูปแสดงการแจกแจงไคสแควร

วัตถุประสงคของโครงงงาน

1. นำเสนอรูปแบบปญหาการเรียนรูเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล จากแบบจำลอง AR ดวย
วิธีการทดสอบสมมติฐานแบบ Wald

2. พัฒนาการเขียนโปรแกรม Matlab เพื่อแกปญหาการเรียนรูเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและ
ผล ดังขอที่ 1

ขอบเขตของโครงงาน

1. การทดสอบประสิทธิภาพของการทดสอบ Wald จะถูกทำบนขอมูลที่สังเคราะหขึ้นมาเอง และจะ
นำการทดลองไปใชจริงบนขอมูล EEG โดยเปนสวนหนึ่งของโครงงานของนาย ปวริศร ใจทหาร

2. ขนาดของปญหาที่พิจารณาจะอยูในอันดับ n ≃ 20−50 โดยที่เมื่อปญหามีอันดับที่สูงขึ้น จะพัฒนา
โปรแกรมใหมีประสิทธิภาพมากขึ้นในแงของการคำนวณ หรือทางเลือกของภาษา

3 ระเบียบวิธีที่ใชในโครงงาน
3.1 แนวทางในการทำโครงงาน
1. ศึกษาวิธีการประมาณแบบจำลองดวยวิธี Least-Square (LS) และ Maximum Likelihood (ML)
2. ศึกษาแบบจำลอง AR และหาคาพารามิเตอรของแบบจำลองดวยวิธี ML
3. ศึกษาหลักการของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลกับแบบจำลอง AR

4. ศึกษาการประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองดวยวิธี LS ภายใตเงื่อนไขเชิงเสน
5. ศึกษาวิธีการทดสอบสมมติฐานดวยวิธีการทดสอบWald และทดลองการทดสอบสมมติฐานกับปญหา

เชิงเสน และตัวแปรของแบบจำลอง AR
6. ทดลองประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลอง AR เมื่อนำหลักการของเงื่อนไขความสัมพันธระหวาง

เหตุและผล และเสถียรภาพมาใช
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7. ทดลองใชคาระดับนัยสำคัญหลายๆคาเพื่อหาแบบจำลองที่เหมาะสมที่สุด

8. ทดลองทำการทดสอบอัตราสวนความควรจะเปน (likelihood ratio test) เพื่อใชแยกแยะรูปแบบ
โครงสรางของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

9. เขียนรายงาน

3.2 แผนงาน

2015 2016

Aug Sep Oct Nov Dec Jan Feb Mar Apr

(1)

100% complete(2)

(3)

(4)

(5)

รูป 2: Gantt Chart การทำโครงงานวิศวกรรม ปการศึกษา 2558 จนถึงเดือน เม.ย. 59 โดยมีรายละเอียดดังนี้
(1) ศึกษาและทบทวนวรรณกรรม (LS,MS estimation, Granger causality, AR model)
(2) ศึกษาการประมาณแบบจำลองดวยวิธี LS ภายใตเงื่อนไขเชิงเสน, การทดสอบ Waldและทดลองกับปญหาเชิงเสนและ
พารามิเตอรของแบบจำลอง AR
(3) ทดลองประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลอง AR เมื่อนำหลักการของ Granger causality และ Stability มาใช
(4) ทดลองใชคาระดับนัยสำคัญหลายๆคาเพื่อหาแบบจำลองที่เหมาะสมที่สุดและทำการทดสอบอัตราสวนความควรจะเปน
เพื่อใชแยกแยะรูปแบบของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล และทดลองกับขอมูลจริง
(5) เขียนรายงานวิชา 2102499

3.3 ผลลัพธในแตละขั้นตอน (Deliveries)
1. สามารถประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลองดวยวิธี LS และ ML ได
2. เขาใจรูปแบบและการนำไปใชของแบบจำลอง AR และสามารถประมาณคาพารามิเตอรในแบบจำลอง

ดวยวิธี ML
3. เขาใจหลักการของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล เมื่อนำมาใชกับแบบจำลอง AR

4. เขาใจวิธีการแกปญหาของการประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองภายใตเงื่อนไขเชิงเสน

5. สามารถหาคาประมาณของพารามิเตอรของปญหาเชิงเสนและของแบบจำลอง AR เมื่อมีขอจำกัด
วาตำแหนงใดๆมีคาเทากับศูนย
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6. สามารถประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลองAR ใหม โดยสอดคลองกับหลักการของเงื่อนไขความ
สัมพันธระหวางเหตุและผล และแบบจำลองที่ประมาณไดมีเสถียรภาพ

7. สามารถหาแบบจำลองที่เหมาะสมที่สุดที่ใชในการประมาณขอมูลอนุกรมเวลา

8. สามาถแยกแยะรูปแบบโครงสรางของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล เพื่อนำมาพิจารณา
ขอมูลอนุกรมเวลาไดวาควรอยูในหมวดหมูอะไร

9. รายงานฉบับสมบูรณ

4 ความกาวหนาตามแผนงาน
4.1 การทดสอบ Wald กับปญหากำลังสองนอยสุด (Least-Square)

การทดลองในสวนนี้จะถูกกลาวถึงในภาคผนวกหัวขอที่ 6.2 โดยจากผลจากผลการทดลองจะเห็นวาคา
ความผิดพลาดแบบที่สองจะมีคาลดลงเมื่อเพิ่มคาของระดับนัยสำคัญและจำนวนตัวอยาง แตจะมีคาเพิ่ม
มากขึ้นเมื่อคาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนมีคามากขึ้น ในขณะที่คาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งจะ
มีคาประมาณเทากับคาระดับนัยสำคัญเสมอ เนื่องจากการทดสอบสมมติฐานไดนิยามใหคาระดับนัยสำคัญ
และคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งเปนคาเดียวกัน

4.2 การทดสอบ Wald กับปญหากำลังสองนอยสุด (LS) บนแบบจำลอง AR

เพื่อสังเกตรูปแบบโครงสรางของศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลองที่ถูกประมาณไดเมื่อใชคาระดับนัยสำคัญ
ตางๆกัน เริ่มตนจากการสรางแบบจำลองตามสมการ (3) โดยใชคา y(t) ∈ Rn อันดับของแบบจำลอง
p = 4 และจำนวนขอมูลทั้งหมด 1,000 จุด (t = 1, 2, ..., 1000) พารามิเตอรของแบบจำลอง Ak ∈

Rn×n สำหรับ k = 1, 2, 3, 4 จะถูกสรางใหมีบางสมาชิก (Ak)ij เปนศูนยจำนวนครึ่งหนึ่งของจำนวน
พารามิเตอรทั้งหมด หรือก็คือ 50% และ v(t) ∼ N (0, 10In) โดยใชคา n = 20 แลวจึงทำการประมาณ
คาพารามิเตอร A,Σ ซึ่งคือผลเฉลยแบบปด (closed-form) ของปญหา ML จากสมการ (10), (11) ใน
สวนของภาคผนวกหัวขอที่ 6.1 ตามลำดับ

จากนั้นจึงใชวิธีการจากภาคผนวกหัวขอที่ 6.3 เพื่อนำพารามิเตอรของแบบจำลองไปทดสอบ Wald
ซึ่งจะไดรูปแบบของสมการใหมในรูปของสมการ (14) และฟงกชันขอกำหนดสำหรับทดสอบคู (i, j) ใดๆ
ดัง (15) ซึ่งสามารถเขียนไดเปน

r(θ̂) =
[
eTi ⊗ Ip

]
θ̂

เมื่อ ⊗ คือตัวดำเนินการ kronecker product และ θ̂ ∈ Rn2p คือคาประมาณของ θ ในสมการ (13)
ซึ่งมีจำนวนตัวแปรทั้งหมด n2p = 1600 และคาประมาณของเมทริกซคาความแปรปรวนรวมของ θ̂ ซึ่ง
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หาไดจาก (5) คือ

Âvar(θ̂) =

[
N∑

t=p+1

H̄(t)T Σ̂−1H̄(t)

]−1

และคาทางสถิติของ Wald (W ) สำหรับคู (Âk)ij ใดๆจาก (4) จะลดรูปเปน

Wij = B̂T
ij

[
Âvar(θ̂)ij

]−1

B̂ij

โดยกำหนดให Âvar(θ̂)ij คือเมทริกซยอยขนาด p× p ในแนวทแยงมุม (main diagonal block) ของ
Âvar(θ̂) ที่สอดคลองกับพารามิเตอร Bij

จากนั้นจึงทำการทดสอบ Wald สำหรับ (Ak)ij แตละคู (i, j) โดยใชคาระดับนัยสำคัญตางๆกัน และ
พิจารณาคาความผิดพลาดทั้งสองแบบของการทดสอบสมมติฐาน ซึ่งคือคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (Type
I error) คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดไมเทากับศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอร
เทากับศูนย

Type I Error = Prob((Âk)ij ̸= 0| (Ak)ij = 0)

และคาความผิดพลาดแบบที่สอง (Type II error)คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดเทากับ
ศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรไมเทากับศูนย

Type II Error = Prob((Âk)ij = 0| (Ak)ij ̸= 0)
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(b) คาความผิดพลาดแบบที่สอง

รูป 3: รูปแสดงคาความผิดทั้งสองแบบ เมื่อเปลี่ยนแปลงคาระดับนัยสำคัญ (α)

จากการทดลองจะเห็นวาคาความผิดพลาดแบบที่สองจะมีคาลดลงตามคาระดับนัยสำคัญที่เพิ่มขึ้น ใน
ขณะที่คาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งจะมีคาเพิ่มขึ้นตามคาระดับนัยสำคัญที่เพิ่มขึ้น ดังรูปที่ 3 และแสดง
ตัวอยางรูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรที่ประมาณไดเทียบกับคาจริงในรูปที่ 4
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(a) α = 0.01 (b) α = 0.1

รูป 4: รูปแสดงตัวอยางรูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรที่ประมาณไดเมื่อเทียบกับคาจริง เมื่อ
� แทนจุดขอมูลที่ไมเทากับศูนยทั้งคูของคาจริงและคาประมาณ ⃝ แทนจุดที่คาจริงเทากับศูนยแตคาประมาณไมเปนศูนย
+แทนจุดที่คาจริงไมเทากับศูนยแตคาประมาณเปนศูนยและชองวางคือจุดขอมูลที่เปนศูนยทั้งคูของคาจริงและคาประมาณ

5 บทสรุป

โครงงานนี้จะทำการหารูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรของแบบจำลอง AR มีจุดประสงค
เพื่ออธิบายความสัมพันธระหวางตัวแปรตางๆ ของขอมูลอนุกรมเวลาผานคาพารามิเตอรของแบบจำลอง
โดยในสวนของภาคการศึกษาตนจะทำการศึกษาวิธีการประมาณแบบกำลังสองนอยสุดและแบบความควร
จะเปนสูงสุด และศึกษาการทดสอบ Wald เพื่อนำมาใชหารูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอร
ของแบบจำลอง และภาคการศึกษาปลายจะหาแบบจำลองที่เหมาะสมสำหรับแบบจำลอง เนื่องจากการ
ทดสอบWald จะมีผลลัพธของโครงสรางของศูนยมากกวาหนึ่งแบบทำใหตองพิจารณาววิธีการเลือกแบบ
จำลอง และพัฒนาประสิทธิภาพของการเขียนโปรแกรม Matlab สำหรับกรณีที่อันดับของปญหามีคาที่
สูงขึ้น
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6 ภาคผนวก
6.1 การประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุด (Maximum Likelihood (ML) Estimation)

พิจารณา y = (y1, ..., yN) เปนตัวอยางหรือสัญญาณขาออกที่สังเกตไดจากแบบจำลอง, θ คือคาพารามิเตอร
ไมทราบคาของแบบจำลองที่ตองการจะประมาณ การประมาณคา θ จาก y ดวยหลักการของ ML ทำได
โดยการเลือก θ ที่ ทำใหคาฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนมีคาสูงสุด

θ̂ = argmax
θ

f(y|θ) (6)

โดย f(y|θ) คือฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข (conditional likelihood func-
tion) ของ y สำหรับคา θ หนึ่งๆ และนำหลักการของ ML มาประยุกตใชกับแบบจำลอง AR จะไดวาฟง
ชันความควรจะเปนของแบบจำลองคือ
f(y|θ) = f(y|A,Σ) = f(y(p+ 1), y(p+ 2), ..., y(N)|y(1), y(2), ..., y(p), A,Σ)

=
1

(2π)
(N−p)

2

· 1

detΣ
(N−p)

2

· exp−1

2

N∑
t=p+1

(y(t)− AH(t))TΣ−1(y(t)− AH(t))

(7)
เนื่องจาก (7) อยูในรูปของฟงกชันเอกซโพเนนเชียล (exponential function) เรามักจะพิจารณาลอการิทึม
ของ (7) แทน เพื่อใชแกปญหา (6) ไดสะดวกมากขึ้น

log(f(y|A,Σ)) = L(A,Σ) = N − p

2
log detΣ−1 − 1

2

N∑
t=p+1

(y(t)− AH(t))TΣ−1(y(t)− AH(t))

(8)

เทอมสุดทายใน (8) สามารถเขียนใหมไดเปนดังนี้
L(A,Σ) = N − p

2
log detΣ−1 − 1

2
∥L[Y − AH]∥2F (9)

โดยให LTL = Σ−1

Y =
[
y(p+ 1) y(p+ 2) · · · y(N)

]
n×(N−p)

,H =


1 1 · · · 1

y(p) y(p+ 1) · · · y(N − 1)
y(p− 1) y(p) · · · y(N − 2)

... ... ...
y(1) y(2) · · · y(N − p)


(np+1)×(N−p)

จากนั้นสามารถหาคาประมาณของ A และ Σ ไดโดยจาก (9) จะเห็นวาปญหา (6) จะเทียบเทากับ
ปญหากำลังสองนอยสุด (least-square) ซึ่งจะเปนปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดแบบทั่วไป (uncon-
strain optimization) จะไดวาผลเฉลยตองสอดคลองกับเงื่อนไขเทากับศูนยของเกรเดียนตของลอการิทึม
ของฟงกชันความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขของ y เทียบกับ θ คือ

∇θ log f(y|θ) = 0
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ดังนั้น สำหรับการหาคาสูงสุดของ L(A,Σ) จึงตองหา A และ Σ ที่ทำใหเกรเดียนตของลอการิทึมของ
ฟงกชันความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขของ y เทียบกับ A และ Σ−1 เทากับศูนยตามลำดับ

∇AL(A,Σ) = 0 และ ∇Σ−1L(A,Σ) = 0

จากเงื่อนไขขางตน เราจะไดผลเฉลย A,Σ ในรูปแบบปด (closed-form) คือ

Â = Y HT (HHT )−1 (10)

Σ̂ =
1

N − p

N∑
t=p+1

(y(t)− ÂH(t))(y(t)− ÂH(t))T (11)

โดยจะสามารถคำนวณคา Σ̂ ไดเมื่อรูคา Â แลว

6.2 การทดสอบ Wald กับปญหากำลังสองนอยสุด (Least-Square)

พิจารณาปญหากำลังสองนอยสุด (LS) เมื่อไมมีขอกำหนดใดๆ

x̂ = argmin
x

∥Ax− y∥2 = (ATA)−1ATy

เราจะสรางขอมูลขึ้นมาเองจากสมการ

y = Ax+ v (12)

โดย y ∈ RN เมื่อ N คือจำนวนตัวอยางของขอมูล ให x ∈ Rn, n = 100 หรือก็คือจำนวนพารามิเตอร
ที่ตองการประมาณมีทั้งหมด 100 ตัว และ V ∼ N (0, σ2IN) โดยให σ2 = ||x|| และกำหนดใหคาจริง
ของ xi บางตัวมีคาเทากับศูนยและนำไปใชในการทดสอบ Wald ตอไปเพื่อพิจารณาความแมนยำของ
การทดสอบ Wald ซึ่งจะพิจารณาจากคาความผิดพลาดทั้งสองแบบของการทดสอบสมมติฐาน โดยคา
ความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (Type I error) คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดไมเทากับ
ศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรเทากับศูนย

Type I Error = Prob(x̂i ̸= 0| xi = 0)

และคาความผิดพลาดแบบที่สอง (Type II error)คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดเทากับ
ศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรไมเทากับศูนย

Type II Error = Prob(x̂i = 0| xi ̸= 0)

ในที่นี้จะไดฟงกชันขอกำหนดสำหรับการทดสอบ Wald ของ x̂i ใดๆเมื่อ i = 1, 2, ..., 100 คือ

r(x̂) = eTi x̂
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และสำหรับประมาณของเมทริกซคาความแปรปรวนรวมของ x̂ ของการประมาณกำลังสองนอยสุดนั้น
เปนที่ทราบกันดีวาอยูในรูป

Âvar(x̂) = σ2(ATA)−1 โดยที่ i = 1, 2, ..., n

และคา W สำหรับ x̂i ใดๆจากสมการ (4) จะลดรูปเปน

Wi = x̂2
i

[
Âvar(x̂)i,i

]−1

จากนั้นจึงทำการทดสอบ Wald โดยทดสอบบนสมการ (12) ที่สรางขึ้นทั้งหมด 10,000 ครั้ง แตละ
ครั้งจะคงคา A และ x ไว คาที่เปลี่ยนไปคือสัญญาณรบกวน v เพื่อหาคาความผิดพลาดทั้งสองแบบ
และพิจารณาคาตางๆที่จะมีผลตอคาความผิดพลาดทั้งสองแบบที่เกิดขึ้น ในที่นี้จะพิจารณาคาระดับนัย
สำคัญ, คาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน และจำนวนตัวอยางของขอมูล

จากผลการทดลองจะเห็นวาคาความผิดพลาดแบบที่สองจะมีคาลดลงเมื่อเพิ่มคาของระดับนัยสำคัญ
และจำนวนตัวอยาง แตจะมีคาเพิ่มมากขึ้นเมื่อคาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนมีคามากขึ้น ในขณะ
ที่คาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งจะมีคาประมาณเทากับคาระดับนัยสำคัญเสมอ เนื่องจากการทดสอบสมมติฐาน
ไดนิยามใหคาระดับนัยสำคัญและคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งเปนคาเดียวกัน
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รูป 5: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงคาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน โดย α = 0.05, N = 150
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รูป 6: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงคาระดับนัยสำคัญ (α) โดย σ2 = 10||x||, N = 150
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รูป 7: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงจำนวนของตัวอยาง โดย α = 0.05, σ2 = 10||x||
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6.3 การทดสอบ Wald สำหรับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

จาก (3) แบบจำลอง AR มีพารามิเตอรที่ตองการประมาณคาคือ A ซึ่งเปนเมทริกซ แตเนื่องจากการ
ทดสอบ Wald คาพารามิเตอรที่ตองการประมาณคาตองอยูในรูปเวคเตอร ดังนั้นจึงตองเปลี่ยนรูปแบบ
ของสมการ (3) ใหม โดยพารามิเตอรที่ตองการประมาณของแบบจำลองคือ

θ =
[
BT

11 · · · BT
1n BT

21 · · · BT
2n · · · BT

nn

]T ∈ Rn2p (13)

เมื่อ Bij = ((A1)ij, (A2)ij, ..., (Ap)ij) ∈ Rp ดังนั้นแบบจำลอง AR จาก (3) จะเปลี่ยนรูปเปนรูปแบบ
ของสมการใหมคือ

y(t) = H̄(t)θ + v(t) (14)

เมื่อกำหนดให ȳi =


yi(t− 1)
yi(t− 2)

...
yi(t− p)


p×1

และ ȳ =


ȳ1
ȳ2...
ȳn


np×1

จะได H̄(t) =


ȳT 0 0 · · · 0
0 ȳT 0 · · · 0
0 0 ȳT · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ȳT


n×n2p

จากนั้นจึงใชการทดสอบ Wald สำหรับทดสอบ (Ak)ij เมื่อ k = 1, 2, ..., p โดยทดสอบทีละคู (i, j)
สำหรับ j > i, i = 1, 2, ..., n ทั้งหมด n2 − n ครั้ง โดยฟงกชันขอกำหนดในการทดสอบ Wald สำหรับ
แตละคู (i, j) คือ

r(θ) =


(A1)ij
(A2)ij...
(Ap)ij

 (15)

หลังจากทำการทดสอบ Wald จะสามารถหาโครงสรางเชิงสาเหตุของพารามิเตอร A ของแบบจำลอง
AR ไดออกมาในรูปแบบโครงสรางของศูนยซึ่งจะถูกกลาวถึงในหัวขอที่ 4.2
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