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1 หลักการและเหตุผล

ในปจจุบัน ขอมูลอนุกรมเวลา (time series) นั้นเกี่ยวของกับชีวิตประจำวันไมมากก็นอย ตัวอยาง
เชน ราคาของหุนในแตละวัน ปริมาณน้ำฝนในแตละเดือน ปริมาณความตองการใชไฟฟาในแตละวัน หรือ
แมกระทั่งสัญญาณคลื่นไฟฟาทางสมอง ถาสามารถทราบถึงความสัมพันธระหวางตัวแปรตางๆของขอมูล
อนุกรมเวลา ก็จะสามารถอธิบายการเปลี่ยนแปลงหรือพลวัตของขอมูลอนุกรมเวลาวามีผลจากอะไรบาง
ขอมูลอนุกรมเวลาที่สนใจในโครงงานนี้คือ EEG (electroencephalogram) หรือการตรวจคลื่นไฟฟา
ทางสมอง เปนการบันทึกสัญญาณไฟฟาที่เกิดจากผลรวมของกระแสไฟฟาของกลุมเซลลในสมอง โดยเลือก
ใชแบบจำลองถดถอยตัวเอง (Autoregressive (AR) model) มาอธิบาย เนื่องจากแบบจำลอง AR นั้น
คาสัญญาณขาออกที่เวลาปจจุบันจะขึ้นกับคาของสัญญาณขาออกของเวลาในอดีตและสัญญาณรบกวน
ในปจจุบันเทานั้น ดังสมการ

y(t) = c+ A1y(t− 1) + A2y(t− 2) + · · ·+ Apy(t− p) + v(t) (1)

เมื่อ y(t) และ v(t) คือสัญญาณขาออก และสัญญาณรบกวนที่เวลา t ตามลำดับ ดังนั้นแบบจำลอง AR
จึงเปนแบบจำลองที่ดีแบบจำลองหนึ่งสำหรับใชในการอธิบายสัญญาณ EEG

สำหรับโครงงานนี้ การอธิบายความสัมพันธของตัวแปรในขอมูลอนุกรมเวลา หรือโครงสรางเชิงสาเหตุ
จะถูกอธิบายดวยเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล (Granger causality) โดยจาก [1] หลักการ
พื้นฐานของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลคือ ถาหากตัวแปร x มีผลตอตัวแปร y แลวการที่
รูคาของตัวแปร x กอน ยอมจะชวยใหการทำนายคาของตัวแปร y มีความแมนยำมากขึ้นกวาการที่ไมรู
คาของตัวแปร x มากอน ดังนั้นเมื่อนำมาประยุกตใชกับแบบจำลอง AR เงื่อนไขความสัมพันธระหวาง
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เหตุและผลของแบบจำลองนั้นสามารถเขียนไดในรูปสมการเชิงเสนของคาสัมประสิทธิ์หรือคาพารามิเตอร
ของแบบจำลอง หรือก็คือ yj ไมใชสาเหตุแบบ Granger ตอ yi ก็ตอเมื่อ

(Ak)ij = 0 (2)

เมื่อ (Ak)ij คือสมาชิกตัวที่ (i, j) ของเมทริกซ Ak ซึ่งคือพารามิเตอรของแบบจำลอง AR สำหรับทุกคา
k = 1, 2, ..., p

การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลองจะเลือกใชวิธีการประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุด (max-
imum likelihood (ML) estimation) ถาคาของพารามิเตอรมีคาเทากับศูนย จะสามารถบอกไดวาขอมูล
อนุกรมเวลาไมสัมพันธกัน โดยปรกติแลวเมทริกซ Ak ที่ประมาณไดอาจจะมีบางสมาชิกที่ไมเทากับศูนย
จึงตองตั้งสมมติฐานขึ้นมาเพื่อทดสอบสมการ (2) วาเปนจริงหรือไม กลาวคือการทดสอบหารูปแบบโครงสราง
ของคาที่เปนศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลอง AR

การทดสอบสมมติฐานนั้นจะนำหลักการของการทดสอบWald มาใช โดยจาก [2] การทดสอบWald
มีหลักการคือ ถาสมมติฐานวาคาที่แทจริงของพารามิเตอรมีคาเทากับศูนยเปนจริง แลวคาพารามิเตอร
ที่ประมาณไดควรมีคาเขาใกลศูนยอยางมีนัยยะสำคัญ จากนั้นจะสามารถประมาณคาพารามิเตอรใหมได
ภายใตขอกำหนดที่วาคาของสมาชิกบางตัวของพารามิเตอรมีคาเปนศูนย ซึ่งอยูในรูปแบบปญหาการหา
คาที่เหมาะสมที่สุดภายใตขอกำหนดคาคงที่เปนศูนย (optimization problemwith zero constrain)

โครงงานนี้มีจุดประสงคที่จะอธิบายความสัมพันธระหวางตัวแปรตางๆ ของขอมูลอนุกรมเวลาผานคา
พารามิเตอรของแบบจำลอง AR โดยการหารูปแบบโครงสรางของศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลอง
2 การกำหนดปญหา

พิจารณา (1) แบบจำลองถดถอยตัวเอง (Autoregressive (AR) model)
y(t) = c+ A1y(t− 1) + A2y(t− 2) + · · ·+ Apy(t− p) + v(t)

เมื่อ y(t) ∈ Rn = (y1(t), y2(t), ..., yn(t)) เปนคาของสัญญาณขาออกของแบบจำลอง และ yi(t) เปน
สมาชิกตัวที่ i ของ y(t), A1, A2, ..., Ap ∈ Rnxn เปนคาสัมประสิทธิ์หรือพารามิเตอรของแบบจำลอง,
c ∈ Rn เปนเวคเตอรคาคงที่, p คืออันดับของแบบจำลองและ v(t) คือสัญญาณรบกวนซึ่งกำหนดให
เปนสัญญาณรบกวนเกาสสีขาว (Gaussian white noise) โดยมีคาเฉลี่ยเปนศูนย และเมทริกซความ
แปรปรวนเปน Σ เราสามารถเขียนแบบจำลอง (1) ในรูปแบบสมการเชิงเสนในพารามิเตอรไดดังนี้

y(t) = AH(t) + v(t) (3)

เมื่อ H(t) =
[
1 y(t− 1)T y(t− 2)T · · · y(t− p)T

]T ∈ Rnp+1 และ v(t) ∼ N (0,Σ) คา
พารามิเตอรของแบบจำลองที่ตองการประมาณคือ A =

[
c A1 A2 · · · Ap

]
∈ Rn×(np+1) ซึ่งจะ

นำวิธีการประมาณแบบ ML มาใชประมาณคาพารามิเตอรนั้น โดยจะถูกกลาวถึงในภาคผนวกหัวขอที่
6.1
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การทดสอบ Wald

ในหัวขอนี้ จะกลาวถึงการทดสอบWald ซึ่งเปนการทดสอบสมมติฐาน (hypothesis test) บนพารามิเตอร
ที่ไดจากการประมาณวาเปนไปตามสมมติฐานที่เราตั้งไวหรือไม โดยเปนเนื้อหาสรุปมาจาก [2] กำหนด
ใหตัวแปรไมทราบคา θ ∈ Rp เปนพารามิเตอรที่ถูกประมาณคาดวยวิธีการของ ML และให Avar(θ)

คือเมทริกซคาความแปรปรวนรวมเชิงเสนกำกับ (Asymptotic covariance matrix) ของ θ ซึ่งสามารถ
หาไดจาก

Avar(θ) =
1

N
I(θ)−1

เมื่อ I(θ) คือเมทริกซของฟชเชอรอินฟอรเมชัน (Fisher information matrix) ของ θ ซึ่งอยูใน y

(สำหรับ 1 ตัวอยาง) โดย y คือตัวอยางของขอมูลและ N คือ จำนวนตัวอยาง โดยนิยามคือ
I(θ) = E

[
(∇θ log f(y|θ))(∇θ log f(y|θ))T

]
= −E

[
∇2

θ log f(y|θ)
]

จากนั้นตั้งสมมติฐานวาง (null hypothesis) เพื่อใชในการทดสอบสมมติฐานคือ
H0 : r(θ) = 0

เมื่อ r : Rp → Rm คือฟงกชันขอกำหนด (restriction function) โดย m 6 p ตัวอยางเชน
θ1 = 0, θ1 + θ3 = 0

และจาก [??] การทดสอบ Wald จะใชการทดสอบเชิงสถิติดังนี้
W = r(θ̂)T

[
Dr(θ̂)Âvar(θ̂)Dr(θ̂)

T
]−1

r(θ̂) (4)

เมื่อ Dr(θ) คือจาโคเบียนของฟงกชัน r เทียบกับ θ และ Âvar(θ̂) คือคาประมาณของเมทริกซคาความ
แปรปรวนชวงเชิงเสนกำกับของ θ̂ โดยสำหรับการประมาณแบบ ML คาของ Âvar(θ̂) สามารถหาได
จาก

Âvar(θ̂ml) =

[
−

N∑
i=1

∇2 log f(yi|θ̂)

]−1

(5)

เราสามารถพิสูจนไดวาคาทางสถิติของ Wald (W ) จะมีการแจกแจงลูเขาสูการแจกแจงแบบไคสแควร
(Chi-square distribution) โดยมีองศาอิสระเทากับ m

กำหนดให α คือคาระดับนัยสำคัญ (significance level) ซึ่งนิยามคือ
α = Prob(W > X 2

α,m) = 1− P (W 6 X 2
α,m) ≈ 1− F (X 2

α,m)

โดย F (X 2
α,m) คือฟงกชันการแจกแจงแบบไคสแควรของ X 2

α,m และ X 2
α,m คือคาวิกฤต (critical value)

ดังนั้นจะไดวา
X 2

α,m = F−1(1− α)

โดยการทดสอบสมมติฐานดวยวิธีการทดสอบ Wald เราจะปฏิเสธ H0 ถา
W > X 2

α,m
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รูป 1: รูปแสดงการแจกแจงไคสแควร

วัตถุประสงคของโครงงงาน

1. นำเสนอรูปแบบปญหาการเรียนรูเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล จากแบบจำลอง AR ดวย
วิธีการทดสอบสมมติฐานแบบ Wald

2. พัฒนาการเขียนโปรแกรม Matlab เพื่อแกปญหาการเรียนรูเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและ
ผล ดังขอที่ 1

ขอบเขตของโครงงาน

1. การทดสอบประสิทธิภาพของการทดสอบ Wald จะถูกทำบนขอมูลที่สังเคราะหขึ้นมาเอง และจะ
นำการทดลองไปใชจริงบนขอมูล EEG โดยเปนสวนหนึ่งของโครงงานของนาย ปวริศร ใจทหาร

2. ขนาดของปญหาที่พิจารณาจะอยูในอันดับ n ≃ 20−50 โดยที่เมื่อปญหามีอันดับที่สูงขึ้น จะพัฒนา
โปรแกรมใหมีประสิทธิภาพมากขึ้นในแงของการคำนวณ หรือทางเลือกของภาษา

3 ระเบียบวิธีที่ใชในโครงงาน
3.1 แนวทางในการทำโครงงาน
1. ศึกษาวิธีการประมาณแบบจำลองดวยวิธี Least-Square (LS) และ Maximum Likelihood (ML)
2. ศึกษาแบบจำลอง AR และหาคาพารามิเตอรของแบบจำลองดวยวิธี ML
3. ศึกษาหลักการของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลกับแบบจำลอง AR

4. ศึกษาการประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองดวยวิธี LS ภายใตเงื่อนไขเชิงเสน
5. ศึกษาวิธีการทดสอบสมมติฐานดวยวิธีการทดสอบWald และทดลองการทดสอบสมมติฐานกับปญหา

เชิงเสน และตัวแปรของแบบจำลอง AR
6. ทดลองประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลอง AR เมื่อนำหลักการของเงื่อนไขความสัมพันธระหวาง

เหตุและผล และเสถียรภาพมาใช
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7. ทดลองใชคาระดับนัยสำคัญหลายๆคาเพื่อหาแบบจำลองที่เหมาะสมที่สุด

8. ทดลองทำการทดสอบอัตราสวนความควรจะเปน (likelihood ratio test) เพื่อใชแยกแยะรูปแบบ
โครงสรางของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

9. เขียนรายงาน

3.2 แผนงาน

2015 2016

Aug Sep Oct Nov Dec Jan Feb Mar Apr

(1)

100% complete(2)

(3)

(4)

(5)

รูป 2: Gantt Chart การทำโครงงานวิศวกรรม ปการศึกษา 2558 จนถึงเดือน เม.ย. 59 โดยมีรายละเอียดดังนี้
(1) ศึกษาและทบทวนวรรณกรรม (LS,MS estimation, Granger causality, AR model)
(2) ศึกษาการประมาณแบบจำลองดวยวิธี LS ภายใตเงื่อนไขเชิงเสน, การทดสอบ Waldและทดลองกับปญหาเชิงเสนและ
พารามิเตอรของแบบจำลอง AR
(3) ทดลองประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลอง AR เมื่อนำหลักการของ Granger causality และ Stability มาใช
(4) ทดลองใชคาระดับนัยสำคัญหลายๆคาเพื่อหาแบบจำลองที่เหมาะสมที่สุดและทำการทดสอบอัตราสวนความควรจะเปน
เพื่อใชแยกแยะรูปแบบของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล และทดลองกับขอมูลจริง
(5) เขียนรายงานวิชา 2102499

3.3 ผลลัพธในแตละขั้นตอน (Deliveries)
1. สามารถประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลองดวยวิธี LS และ ML ได
2. เขาใจรูปแบบและการนำไปใชของแบบจำลอง AR และสามารถประมาณคาพารามิเตอรในแบบจำลอง

ดวยวิธี ML
3. เขาใจหลักการของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล เมื่อนำมาใชกับแบบจำลอง AR

4. เขาใจวิธีการแกปญหาของการประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองภายใตเงื่อนไขเชิงเสน

5. สามารถหาคาประมาณของพารามิเตอรของปญหาเชิงเสนและของแบบจำลอง AR เมื่อมีขอจำกัด
วาตำแหนงใดๆมีคาเทากับศูนย

5



6. สามารถประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลองAR ใหม โดยสอดคลองกับหลักการของเงื่อนไขความ
สัมพันธระหวางเหตุและผล และแบบจำลองที่ประมาณไดมีเสถียรภาพ

7. สามารถหาแบบจำลองที่เหมาะสมที่สุดที่ใชในการประมาณขอมูลอนุกรมเวลา

8. สามาถแยกแยะรูปแบบโครงสรางของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล เพื่อนำมาพิจารณา
ขอมูลอนุกรมเวลาไดวาควรอยูในหมวดหมูอะไร

9. รายงานฉบับสมบูรณ

4 ความกาวหนาตามแผนงาน
4.1 การทดสอบ Wald กับปญหากำลังสองนอยสุด (Least-Square)

การทดลองในสวนนี้จะถูกกลาวถึงในภาคผนวกหัวขอที่ 6.2 โดยจากผลจากผลการทดลองจะเห็นวาคา
ความผิดพลาดแบบที่สองจะมีคาลดลงเมื่อเพิ่มคาของระดับนัยสำคัญและจำนวนตัวอยาง แตจะมีคาเพิ่ม
มากขึ้นเมื่อคาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนมีคามากขึ้น ในขณะที่คาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งจะ
มีคาประมาณเทากับคาระดับนัยสำคัญเสมอ เนื่องจากการทดสอบสมมติฐานไดนิยามใหคาระดับนัยสำคัญ
และคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งเปนคาเดียวกัน

4.2 การทดสอบ Wald กับปญหากำลังสองนอยสุด (LS) บนแบบจำลอง AR

เพื่อสังเกตรูปแบบโครงสรางของศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลองที่ถูกประมาณไดเมื่อใชคาระดับนัยสำคัญ
ตางๆกัน เริ่มตนจากการสรางแบบจำลองตามสมการ (3) โดยใชคา y(t) ∈ Rn อันดับของแบบจำลอง
p = 4 และจำนวนขอมูลทั้งหมด 1,000 จุด (t = 1, 2, ..., 1000) พารามิเตอรของแบบจำลอง Ak ∈

Rn×n สำหรับ k = 1, 2, 3, 4 จะถูกสรางใหมีบางสมาชิก (Ak)ij เปนศูนยจำนวนครึ่งหนึ่งของจำนวน
พารามิเตอรทั้งหมด หรือก็คือ 50% และ v(t) ∼ N (0, 10In) โดยใชคา n = 20 แลวจึงทำการประมาณ
คาพารามิเตอร A,Σ ซึ่งคือผลเฉลยแบบปด (closed-form) ของปญหา ML จากสมการ (10), (11) ใน
สวนของภาคผนวกหัวขอที่ 6.1 ตามลำดับ

จากนั้นจึงใชวิธีการจากภาคผนวกหัวขอที่ 6.3 เพื่อนำพารามิเตอรของแบบจำลองไปทดสอบ Wald
ซึ่งจะไดรูปแบบของสมการใหมในรูปของสมการ (14) และฟงกชันขอกำหนดสำหรับทดสอบคู (i, j) ใดๆ
ดัง (15) ซึ่งสามารถเขียนไดเปน

r(θ̂) =
[
eTi ⊗ Ip

]
θ̂

เมื่อ ⊗ คือตัวดำเนินการ kronecker product และ θ̂ ∈ Rn2p คือคาประมาณของ θ ในสมการ (13)
ซึ่งมีจำนวนตัวแปรทั้งหมด n2p = 1600 และคาประมาณของเมทริกซคาความแปรปรวนรวมของ θ̂ ซึ่ง
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หาไดจาก (5) คือ

Âvar(θ̂) =

[
N∑

t=p+1

H̄(t)T Σ̂−1H̄(t)

]−1

และคาทางสถิติของ Wald (W ) สำหรับคู (Âk)ij ใดๆจาก (4) จะลดรูปเปน

Wij = B̂T
ij

[
Âvar(θ̂)ij

]−1

B̂ij

โดยกำหนดให Âvar(θ̂)ij คือเมทริกซยอยขนาด p× p ในแนวทแยงมุม (main diagonal block) ของ
Âvar(θ̂) ที่สอดคลองกับพารามิเตอร Bij

จากนั้นจึงทำการทดสอบ Wald สำหรับ (Ak)ij แตละคู (i, j) โดยใชคาระดับนัยสำคัญตางๆกัน และ
พิจารณาคาความผิดพลาดทั้งสองแบบของการทดสอบสมมติฐาน ซึ่งคือคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (Type
I error) คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดไมเทากับศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอร
เทากับศูนย

Type I Error = Prob((Âk)ij ̸= 0| (Ak)ij = 0)

และคาความผิดพลาดแบบที่สอง (Type II error)คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดเทากับ
ศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรไมเทากับศูนย

Type II Error = Prob((Âk)ij = 0| (Ak)ij ̸= 0)
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(b) คาความผิดพลาดแบบที่สอง

รูป 3: รูปแสดงคาความผิดทั้งสองแบบ เมื่อเปลี่ยนแปลงคาระดับนัยสำคัญ (α)

จากการทดลองจะเห็นวาคาความผิดพลาดแบบที่สองจะมีคาลดลงตามคาระดับนัยสำคัญที่เพิ่มขึ้น ใน
ขณะที่คาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งจะมีคาเพิ่มขึ้นตามคาระดับนัยสำคัญที่เพิ่มขึ้น ดังรูปที่ 3 และแสดง
ตัวอยางรูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรที่ประมาณไดเทียบกับคาจริงในรูปที่ 4
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(a) α = 0.01 (b) α = 0.1

รูป 4: รูปแสดงตัวอยางรูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรที่ประมาณไดเมื่อเทียบกับคาจริง เมื่อ
� แทนจุดขอมูลที่ไมเทากับศูนยทั้งคูของคาจริงและคาประมาณ ⃝ แทนจุดที่คาจริงเทากับศูนยแตคาประมาณไมเปนศูนย
+แทนจุดที่คาจริงไมเทากับศูนยแตคาประมาณเปนศูนยและชองวางคือจุดขอมูลที่เปนศูนยทั้งคูของคาจริงและคาประมาณ

5 บทสรุป

โครงงานนี้จะทำการหารูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรของแบบจำลอง AR มีจุดประสงค
เพื่ออธิบายความสัมพันธระหวางตัวแปรตางๆ ของขอมูลอนุกรมเวลาผานคาพารามิเตอรของแบบจำลอง
โดยในสวนของภาคการศึกษาตนจะทำการศึกษาวิธีการประมาณแบบกำลังสองนอยสุดและแบบความควร
จะเปนสูงสุด และศึกษาการทดสอบ Wald เพื่อนำมาใชหารูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอร
ของแบบจำลอง และภาคการศึกษาปลายจะหาแบบจำลองที่เหมาะสมสำหรับแบบจำลอง เนื่องจากการ
ทดสอบWald จะมีผลลัพธของโครงสรางของศูนยมากกวาหนึ่งแบบทำใหตองพิจารณาววิธีการเลือกแบบ
จำลอง และพัฒนาประสิทธิภาพของการเขียนโปรแกรม Matlab สำหรับกรณีที่อันดับของปญหามีคาที่
สูงขึ้น
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6 ภาคผนวก
6.1 การประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุด (Maximum Likelihood (ML) Estimation)

พิจารณา y = (y1, ..., yN) เปนตัวอยางหรือสัญญาณขาออกที่สังเกตไดจากแบบจำลอง, θ คือคาพารามิเตอร
ไมทราบคาของแบบจำลองที่ตองการจะประมาณ การประมาณคา θ จาก y ดวยหลักการของ ML ทำได
โดยการเลือก θ ที่ ทำใหคาฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนมีคาสูงสุด

θ̂ = argmax
θ

f(y|θ) (6)

โดย f(y|θ) คือฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข (conditional likelihood func-
tion) ของ y สำหรับคา θ หนึ่งๆ และนำหลักการของ ML มาประยุกตใชกับแบบจำลอง AR จะไดวาฟง
ชันความควรจะเปนของแบบจำลองคือ
f(y|θ) = f(y|A,Σ) = f(y(p+ 1), y(p+ 2), ..., y(N)|y(1), y(2), ..., y(p), A,Σ)

=
1

(2π)
(N−p)

2

· 1

detΣ
(N−p)

2

· exp−1

2

N∑
t=p+1

(y(t)− AH(t))TΣ−1(y(t)− AH(t))

(7)
เนื่องจาก (7) อยูในรูปของฟงกชันเอกซโพเนนเชียล (exponential function) เรามักจะพิจารณาลอการิทึม
ของ (7) แทน เพื่อใชแกปญหา (6) ไดสะดวกมากขึ้น

log(f(y|A,Σ)) = L(A,Σ) = N − p

2
log detΣ−1 − 1

2

N∑
t=p+1

(y(t)− AH(t))TΣ−1(y(t)− AH(t))

(8)

เทอมสุดทายใน (8) สามารถเขียนใหมไดเปนดังนี้
L(A,Σ) = N − p

2
log detΣ−1 − 1

2
∥L[Y − AH]∥2F (9)

โดยให LTL = Σ−1

Y =
[
y(p+ 1) y(p+ 2) · · · y(N)

]
n×(N−p)

,H =


1 1 · · · 1

y(p) y(p+ 1) · · · y(N − 1)
y(p− 1) y(p) · · · y(N − 2)

... ... ...
y(1) y(2) · · · y(N − p)


(np+1)×(N−p)

จากนั้นสามารถหาคาประมาณของ A และ Σ ไดโดยจาก (9) จะเห็นวาปญหา (6) จะเทียบเทากับ
ปญหากำลังสองนอยสุด (least-square) ซึ่งจะเปนปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดแบบทั่วไป (uncon-
strain optimization) จะไดวาผลเฉลยตองสอดคลองกับเงื่อนไขเทากับศูนยของเกรเดียนตของลอการิทึม
ของฟงกชันความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขของ y เทียบกับ θ คือ

∇θ log f(y|θ) = 0
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ดังนั้น สำหรับการหาคาสูงสุดของ L(A,Σ) จึงตองหา A และ Σ ที่ทำใหเกรเดียนตของลอการิทึมของ
ฟงกชันความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขของ y เทียบกับ A และ Σ−1 เทากับศูนยตามลำดับ

∇AL(A,Σ) = 0 และ ∇Σ−1L(A,Σ) = 0

จากเงื่อนไขขางตน เราจะไดผลเฉลย A,Σ ในรูปแบบปด (closed-form) คือ

Â = Y HT (HHT )−1 (10)

Σ̂ =
1

N − p

N∑
t=p+1

(y(t)− ÂH(t))(y(t)− ÂH(t))T (11)

โดยจะสามารถคำนวณคา Σ̂ ไดเมื่อรูคา Â แลว

6.2 การทดสอบ Wald กับปญหากำลังสองนอยสุด (Least-Square)

พิจารณาปญหากำลังสองนอยสุด (LS) เมื่อไมมีขอกำหนดใดๆ

x̂ = argmin
x

∥Ax− y∥2 = (ATA)−1ATy

เราจะสรางขอมูลขึ้นมาเองจากสมการ

y = Ax+ v (12)

โดย y ∈ RN เมื่อ N คือจำนวนตัวอยางของขอมูล ให x ∈ Rn, n = 100 หรือก็คือจำนวนพารามิเตอร
ที่ตองการประมาณมีทั้งหมด 100 ตัว และ V ∼ N (0, σ2IN) โดยให σ2 = ||x|| และกำหนดใหคาจริง
ของ xi บางตัวมีคาเทากับศูนยและนำไปใชในการทดสอบ Wald ตอไปเพื่อพิจารณาความแมนยำของ
การทดสอบ Wald ซึ่งจะพิจารณาจากคาความผิดพลาดทั้งสองแบบของการทดสอบสมมติฐาน โดยคา
ความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (Type I error) คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดไมเทากับ
ศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรเทากับศูนย

Type I Error = Prob(x̂i ̸= 0| xi = 0)

และคาความผิดพลาดแบบที่สอง (Type II error)คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดเทากับ
ศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรไมเทากับศูนย

Type II Error = Prob(x̂i = 0| xi ̸= 0)

ในที่นี้จะไดฟงกชันขอกำหนดสำหรับการทดสอบ Wald ของ x̂i ใดๆเมื่อ i = 1, 2, ..., 100 คือ

r(x̂) = eTi x̂
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และสำหรับประมาณของเมทริกซคาความแปรปรวนรวมของ x̂ ของการประมาณกำลังสองนอยสุดนั้น
เปนที่ทราบกันดีวาอยูในรูป

Âvar(x̂) = σ2(ATA)−1 โดยที่ i = 1, 2, ..., n

และคา W สำหรับ x̂i ใดๆจากสมการ (4) จะลดรูปเปน

Wi = x̂2
i

[
Âvar(x̂)i,i

]−1

จากนั้นจึงทำการทดสอบ Wald โดยทดสอบบนสมการ (12) ที่สรางขึ้นทั้งหมด 10,000 ครั้ง แตละ
ครั้งจะคงคา A และ x ไว คาที่เปลี่ยนไปคือสัญญาณรบกวน v เพื่อหาคาความผิดพลาดทั้งสองแบบ
และพิจารณาคาตางๆที่จะมีผลตอคาความผิดพลาดทั้งสองแบบที่เกิดขึ้น ในที่นี้จะพิจารณาคาระดับนัย
สำคัญ, คาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน และจำนวนตัวอยางของขอมูล

จากผลการทดลองจะเห็นวาคาความผิดพลาดแบบที่สองจะมีคาลดลงเมื่อเพิ่มคาของระดับนัยสำคัญ
และจำนวนตัวอยาง แตจะมีคาเพิ่มมากขึ้นเมื่อคาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวนมีคามากขึ้น ในขณะ
ที่คาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งจะมีคาประมาณเทากับคาระดับนัยสำคัญเสมอ เนื่องจากการทดสอบสมมติฐาน
ไดนิยามใหคาระดับนัยสำคัญและคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งเปนคาเดียวกัน
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รูป 5: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงคาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน โดย α = 0.05, N = 150
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รูป 6: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงคาระดับนัยสำคัญ (α) โดย σ2 = 10||x||, N = 150
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รูป 7: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงจำนวนของตัวอยาง โดย α = 0.05, σ2 = 10||x||
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6.3 การทดสอบ Wald สำหรับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

จาก (3) แบบจำลอง AR มีพารามิเตอรที่ตองการประมาณคาคือ A ซึ่งเปนเมทริกซ แตเนื่องจากการ
ทดสอบ Wald คาพารามิเตอรที่ตองการประมาณคาตองอยูในรูปเวคเตอร ดังนั้นจึงตองเปลี่ยนรูปแบบ
ของสมการ (3) ใหม โดยพารามิเตอรที่ตองการประมาณของแบบจำลองคือ

θ =
[
BT

11 · · · BT
1n BT

21 · · · BT
2n · · · BT

nn

]T ∈ Rn2p (13)

เมื่อ Bij = ((A1)ij, (A2)ij, ..., (Ap)ij) ∈ Rp ดังนั้นแบบจำลอง AR จาก (3) จะเปลี่ยนรูปเปนรูปแบบ
ของสมการใหมคือ

y(t) = H̄(t)θ + v(t) (14)

เมื่อกำหนดให ȳi =


yi(t− 1)
yi(t− 2)

...
yi(t− p)


p×1

และ ȳ =


ȳ1
ȳ2...
ȳn


np×1

จะได H̄(t) =


ȳT 0 0 · · · 0
0 ȳT 0 · · · 0
0 0 ȳT · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ȳT


n×n2p

จากนั้นจึงใชการทดสอบ Wald สำหรับทดสอบ (Ak)ij เมื่อ k = 1, 2, ..., p โดยทดสอบทีละคู (i, j)
สำหรับ j > i, i = 1, 2, ..., n ทั้งหมด n2 − n ครั้ง โดยฟงกชันขอกำหนดในการทดสอบ Wald สำหรับ
แตละคู (i, j) คือ

r(θ) =


(A1)ij
(A2)ij...
(Ap)ij

 (15)

หลังจากทำการทดสอบ Wald จะสามารถหาโครงสรางเชิงสาเหตุของพารามิเตอร A ของแบบจำลอง
AR ไดออกมาในรูปแบบโครงสรางของศูนยซึ่งจะถูกกลาวถึงในหัวขอที่ 4.2
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