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บทคัดยอ
โครงงานนี้ตองการที่จะอธิบายความสัมพันธระหวางตัวแปรของขอมูลอนุกรมเวลาผานเงื่อนไข

ความสัมพันธเชิงเหตุและผล บนแบบจำลองถดถอยตัวเอง และหารูปแบบความสัมพันธนั้นผานการ
ทดสอบWald บนพารามิเตอรของแบบจำลอง ผลลัพธของโครงงานนี้คือ รูปแบบปญหาการประมาณ
แบบจำลองดวยวิธีกำลังสองต่ำสุด ที่รวมเงื่อนไขความสัมพันธเชิงเหตุและผล และเสถียรภาพของแบบ
จำลอง โดยสำหรับเงื่อนไขเพียงพอของเสถียรภาพ เราบังคับใหเมทริกซพลวัตของแบบจำลองมีนอรม
แบบอนันตนอยกวาหนึ่ง ปญหาที่ไดจะอยูในรูปคอนเวกแบบกำลังสอง แบบจำลองที่ประมาณไดจะ
มีเสถียรภาพแนนอน อยางไรก็ตาม แบบจำลองจะมีคาความคลาดเคลื่อนที่มากเกินความจำเปนเนื่องจาก
เงื่อนไขเสถียรภาพเปนแคเงื่อนไขเพียงพอเทานั้น
คำสำคัญ: ขอมูลอนุกรมเวลา, ความสัมพันธเชิงเหตุและผล, แบบจำลองถดถอยตัวเอง, การทดสอบ
Wald, เสถียรภาพของแบบจำลอง

Abstract
This project aims to explain relationship between the time series data by using
the Granger causality concept and autoregressive model and estimate the patterns
of model parameters by using the Wald test. The result of this study is a least-
squares estimation with Granger causality and stability constraints. The stability
sufficient condition is added as a condition on the infinity norm of the dynamic
matrix and the resulting problem is convex in quadratic form. An estimated model
is guaranteed to be stable but the model fitting error is conservatively increased
due to the sufficiency of the stability condition.
Keywords: Time series, Granger causality, Autoregressive model, Wald test, System
stability
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1 บทนำ

ในปจจุบัน ขอมูลอนุกรมเวลา (time series) นั้นเกี่ยวของกับชีวิตประจำวันไมมากก็นอย ตัวอยางเชน
ราคาของหุนในแตละวัน ปริมาณน้ำฝนในแตละเดือน ปริมาณความตองการใชไฟฟาในแตละวัน หรือ
สัญญาณคลื่นไฟฟาทางสมอง ถาสามารถทราบถึงความสัมพันธระหวางตัวแปรตางๆของขอมูลอนุกรมเวลา
ก็จะสามารถอธิบายการเปลี่ยนแปลงหรือพลวัตของขอมูลอนุกรมเวลาวามีผลจากอะไรบาง ขอมูลอนุกรม
เวลาที่สนใจในโครงงานนี้คือ EEG (electroencephalogram) หรือการตรวจคลื่นไฟฟาทางสมอง เปนการ
บันทึกสัญญาณไฟฟาที่เกิดจากผลรวมของกระแสไฟฟาของกลุมเซลลในสมอง โดยเลือกใชแบบจำลอง
ถดถอยตัวเอง (Autoregressive (AR) model) มาอธิบาย เนื่องจากแบบจำลอง AR นั้นคาสัญญาณขา
ออกที่เวลาปจจุบันจะขึ้นกับคาของสัญญาณขาออกของเวลาในอดีตและสัญญาณรบกวนในปจจุบันเทานั้น
ดังสมการ

y(t) = c+ A1y(t− 1) + A2y(t− 2) + · · ·+ Apy(t− p) + v(t) (1)
เมื่อ y(t) คือสัญญาณขาออก และ v(t) คือสัญญาณรบกวน ที่เวลา t ดังนั้นแบบจำลอง AR จึงเปนแบบ
จำลองที่ดีแบบจำลองหนึ่งสำหรับใชในการอธิบายสัญญาณ EEG

สำหรับโครงงานนี้ การอธิบายความสัมพันธของตัวแปรในขอมูลอนุกรมเวลา หรือโครงสรางเชิงสาเหตุ
จะถูกอธิบายดวยเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล (Granger causality) โดยจาก [6] หลักการ
พื้นฐานของเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลคือ ถาหากตัวแปร x มีผลตอตัวแปร y แลวการที่
รูคาของตัวแปร x กอน ยอมจะชวยใหการทำนายคาของตัวแปร y มีความแมนยำมากขึ้นกวาการที่ไมรู
คาของตัวแปร x มากอน ดังนั้นเมื่อนำมาประยุกตใชกับแบบจำลอง AR เงื่อนไขความสัมพันธระหวาง
เหตุและผลของแบบจำลองนั้นสามารถเขียนไดในรูปสมการเชิงเสนของคาสัมประสิทธิ์หรือคาพารามิเตอร
ของแบบจำลอง หรือก็คือ yj ไมใชสาเหตุแบบ Granger ตอ yi ก็ตอเมื่อ

(Ak)ij = 0 (2)

เมื่อ (Ak)ij คือสมาชิกตัวที่ (i, j) ของเมทริกซ Ak ซึ่งคือพารามิเตอรของแบบจำลอง AR สำหรับทุกคา
k = 1, 2, ..., p

การประมาณคาพารามิเตอรของแบบจำลองจะเลือกใชวิธีการประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุด
(maximum likelihood (ML) estimation) ถาคาประมาณของพารามิเตอรมีคาเทากับศูนย จะสามารถ
บอกไดวาขอมูลอนุกรมเวลาไมสัมพันธกัน โดยปรกติแลวเมทริกซ Ak ที่ประมาณไดอาจจะมีบางสมาชิก
ที่ไมเทากับศูนย จึงตองตั้งสมมติฐานขึ้นมาเพื่อทดสอบสมการ (2) วาเปนจริงหรือไม กลาวคือการทดสอบ
หารูปแบบโครงสรางของคาที่เปนศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลอง AR การทดสอบสมมติฐานนั้นจะ
นำหลักการของการทดสอบ Wald มาใช โดยจาก [5] การทดสอบ Wald มีหลักการคือ ถาสมมติฐานวา
คาที่แทจริงของพารามิเตอรมีคาเทากับศูนยเปนจริง แลวคาพารามิเตอรที่ประมาณไดควรมีคาเขาใกลศูนย
อยางมีนัยยะสำคัญ จากนั้นจะสามารถประมาณคาพารามิเตอรใหมไดภายใตขอกำหนดที่วาคาของสมาชิก
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บางตัวของพารามิเตอรมีคาเปนศูนย ซึ่งอยูในรูปแบบปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดภายใตขอกำหนด
คาคงที่เปนศูนย (optimization problem with zero constraints)

เนื่องจาก (1) เปนกระบวนการสุม (random process) ซึ่งตองกำหนดใหเปนขอมูลอนุกรมเวลาที่
เปนกระบวนการคงที่ (stationary process) เนื่องจากกระบวนการที่เราสนใจจะอยูในรูปสมการสถานะ
เชิงเสนที่มีสัญญาณขาเขาแบบสุม ดังนั้นกระบวนการนี้จะเปนกระบวนการคงที่ไดก็ตอเมื่อระบบเชิงเสน
มีเสถียรภาพ แตคาพารามิเตอรที่ประมาณไดนั้นอาจสงผลใหระบบเชิงเสนไมมีเสถียรภาพได ดังนั้นจึงตอง
มีการรวมเงื่อนไขเสถียรภาพเขาไปในการประมาณพารามิเตอร เพื่อทำใหระบบเชิงเสนจากคาพารามิเตอร
ที่ประมาณไดมีเสถียรภาพ และเปนกระบวนการที่คงที่

โครงงานนี้มีจุดประสงคที่จะศึกษารูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง AR ที่รวม 2 คุณลักษณะ
ที่สำคัญคือ 1. รูปแบบโครงสรางของศูนยในพารามิเตอรที่จะแสดงถึงความสัมพันธระหวางเหตุและผล
ของแบบจำลอง และ 2. แบบจำลองที่ไดจะมีเสถียรภาพ โดยในรายงานนี้จะประกอบไปดวย ระเบียบ
วิธีที่ใชในการทำโครงงานในหัวขอที่ 2 ซึ่งจะอธิบายถึงการประมาณแบบจำลองดวยวิธี ML, การทดสอบ
Wald และการรวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล และเสถียรภาพ ในหัวขอที่ 3 จะแสดงผล
การทดลองของการทดสอบ Wald, การหารูปแบบเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล และการ
ประมาณพารามิเตอรที่รวมเงื่อนไขเสถียรภาพและความสัมพันธระหวางเหตุและผล และสุดทายบทสรุป
ของโครงงานในหัวขอที่ 4

2 ระเบียบวิธีที่ใชในการทำโครงงาน
2.1 การประมาณแบบจำลอง AR
พิจารณา (1) แบบจำลองถดถอยตัวเอง (Autoregressive (AR) model)

y(t) = c+ A1y(t− 1) + A2y(t− 2) + · · ·+ Apy(t− p) + v(t)

เมื่อ y(t) ∈ Rn = (y1(t), y2(t), ..., yn(t)) เปนคาของสัญญาณขาออกของแบบจำลอง และ yi(t) เปน
สมาชิกตัวที่ i ของ y(t), A1, A2, ..., Ap ∈ Rnxn เปนคาสัมประสิทธิ์หรือพารามิเตอรของแบบจำลอง,
c ∈ Rn เปนเวคเตอรคาคงที่, p คืออันดับของแบบจำลอง AR และ v(t) คือสัญญาณรบกวนซึ่งกำหนด
ใหเปนสัญญาณรบกวนเกาสสีขาว (Gaussian white noise) ที่มีคาเฉลี่ยเปนศูนย และเมทริกซความ
แปรปรวนเปน Σ เราสามารถเขียนแบบจำลอง (1) ในรูปแบบสมการเชิงเสนในพารามิเตอรไดดังนี้

y(t) = AH(t) + v(t) (3)

เมื่อ H(t) =
[
1 y(t− 1)T y(t− 2)T · · · y(t− p)T

]T ∈ Rnp+1 และ v(t) ∼ N (0,Σ) คา
พารามิเตอรของแบบจำลองที่ตองการประมาณคือ A =

[
c A1 A2 · · · Ap

]
∈ Rn×(np+1) ซึ่งจะ

นำวิธีการประมาณแบบความควรจะเปนสูงสุด (ML) มาใชประมาณคาพารามิเตอรนั้น โดยรูปแบบของ
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ปญหาจะเปน
maximize

A,Σ

N − p

2
log detΣ−1 − 1

2
∥L(Y − AH)∥2F (4)

โดยที่ L เปนฟงกชันของ Σ−1 ดวยความสัมพันธ LTL = Σ−1 และ Y กับ H เปนพารามิเตอรของ
ปญหาที่มีคาดังนี้

Y =
[
y(p+ 1) y(p+ 2) · · · y(N)

]
n×(N−p)

,

H =


1 1 · · · 1

y(p) y(p+ 1) · · · y(N − 1)
y(p− 1) y(p) · · · y(N − 2)

... ... ...
y(1) y(2) · · · y(N − p)


(np+1)×(N−p)

และจะสามารถหาผลเฉลยของ A,Σ ในรูปแบบปด (closed-form) คือ
Â = Y HT (HHT )−1 (5)

Σ̂ =
1

N − p

N∑
t=p+1

(y(t)− ÂH(t))(y(t)− ÂH(t))T (6)

โดยจะสามารถคำนวณคา Σ̂ ไดเมื่อรูคา Â แลว ซึ่งรูปแบบของปญหา (4) และวิธีการคำนวณผลตอบจะ
ถูกแสดงไวในสวนของภาคผนวกหัวขอที่ 6.1 และเราสามารถแสดงใหเห็นไดวาปญหา (4) สมมูลกันกับ
ปญหากำลังสองนอยสุด (Least-Squares (LS)) ภายใตเงื่อนไขที่วา v(t) ตองเปนสัญญาณรบกวนเกาส
สีขาว (Gaussian white noise)

minimize
A

∥Y − AH∥2F (7)

ที่มีตัวแปรคือคาพารามิเตอรของแบบจำลอง AR (A)
ปญหาดังกลาวมีตัวแปรอยูในรูปเมทริกซ แตเพื่อความสะดวกในการวิเคราะหปญหาสำหรับการทดสอบ

Wald ที่เราจะกลาวถึงตอไป เราสามารถพิจารณา (3) ในรูปแบบสมการที่มีพารามิเตอรเปนเวกเตอรได
คือ

y(t) = H̄(t)θ + v(t), v(t) ∼ N (0,Σ) (8)
โดยพารามิเตอรที่ตองการประมาณของแบบจำลองคือ

θ =
[
BT

11 · · · BT
1n BT

21 · · · BT
2n · · · BT

nn

]T ∈ Rn2p (9)

เมื่อ Bij = ((A1)ij, (A2)ij, ..., (Ap)ij) ∈ Rp และ

ȳi =


yi(t− 1)
yi(t− 2)

...
yi(t− p)


p×1

, ȳ =


ȳ1
ȳ2...
ȳn


np×1

, H̄(t) =


ȳT 0 0 · · · 0
0 ȳT 0 · · · 0
0 0 ȳT · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ȳT


n×n2p
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เมื่อนำวิธีการประมาณแบบ ML มาใชประมาณคาพารามิเตอรนั้น รูปแบบของปญหา (7) จะสมมูลกับ

minimize
θ

∥Fθ − z∥22 (10)

เมื่อ

F =
[
H̄T (p+ 1) H̄T (p+ 2) · · · H̄T (N)

]T
n(N−p)×n2p

,

z =
[
yT (p+ 1) yT (p+ 2) · · · yT (N)

]T
n(N−p)×1

2.2 การทดสอบ Wald บนคาประมาณแบบจำลอง AR
การทดสอบ Wald

ในหัวขอนี้ จะกลาวถึงการทดสอบWald ซึ่งเปนการทดสอบสมมติฐาน (hypothesis test) บนพารามิเตอร
ที่ไดจากการประมาณวาเปนไปตามสมมติฐานที่เราตั้งไวหรือไม โดยเปนเนื้อหาสรุปมาจาก [5]

เริ่มตนจาก กำหนดให θ ∈ Rp เปนพารามิเตอรในแบบจำลอง ที่ถูกประมาณคาดวยวิธีการของ ML
และให Avar(θ) คือเมทริกซคาความแปรปรวนรวมเชิงเสนกำกับ (Asymptotic covariance matrix)
ของ θ ซึ่งสามารถหาไดจาก

Avar(θ) =
1

N
I(θ)−1

เมื่อ I(θ) คือเมทริกซ Fisher Information ของ θ ที่คำนวณจาก 1 ตัวอยางของ y โดย y คือตัวอยาง
ของขอมูลและ N คือ จำนวนตัวอยาง โดยนิยามของ I(θ) คือ

I(θ) = E
[
(∇θ log f(y|θ))(∇θ log f(y|θ))T

]
จาก Regularity conditions คาคาดหมายของ Hessian มีคาเทากับคาคาดหมายของ outer product
ของเกรเดียนต ดังนั้นสามารถคำนวณคา I(θ) ไดอีกแบบจาก

I(θ) = −E
[
∇2

θ log f(y|θ)
]

การทดสอบสมมติฐานแบบ Wald นั้น จะเริ่มตนจากการตั้งสมมติฐานวาง (null hypothesis)

H0 : r(θ) = 0

เมื่อ r : Rn → Rm,m ≤ n คือฟงกชันขอกำหนด (restriction function) บนพารามิเตอร θ ตัวอยาง

เชน n = 3 และเรามีสมมติฐานวา θ1 = 0, θ1+θ3 = 0 จะไดวาฟงกชันขอกำหนด r(θ) =

[
1 0 0
1 0 1

]θ1θ2
θ3


การทดสอบ Wald วา H0 เปนจริงหรือไม จะใชคาสถิติ

W = r(θ̂)T
[
Dr(θ̂)Âvar(θ̂)Dr(θ̂)

T
]−1

r(θ̂) (11)
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เมื่อ Dr(θ) คือจาโคเบียนของฟงกชัน r เทียบกับ θ และ Âvar(θ̂) คือคาประมาณของเมทริกซคาความ
แปรปรวนชวงเชิงเสนกำกับของ θ̂ โดยสำหรับการประมาณแบบ ML คาของ Âvar(θ̂) สามารถหาได
จาก

Âvar(θ̂ml) =

[
−

N∑
i=1

∇2 log f(yi|θ̂)

]−1

(12)

จาก (11) หาก H0 เปนจริง คา r(θ̂) ควรจะมีคานอยซึ่งจะทำใหคาของW ควรจะมีคานอยดวย แตจะมี
คานอยแบบมีนัยสำคัญเทาใด จึงตองรูจากการกระจายตัวของ W โดยคาทางสถิติของ Wald (W ) จะมี
การแจกแจงลูเขาสูการแจกแจงแบบไคสแควร (Chi-square distribution) โดยมีองศาอิสระเทากับ m

กำหนดให α คือคาระดับนัยสำคัญ (significance level) ซึ่งนิยามคือ

α = Prob(W > X 2
α,m) = 1− P (W 6 X 2

α,m) ≈ 1− F (X 2
α,m)

เมื่อ F (X 2
α,m) คือฟงกชันการแจกแจงแบบไคสแควรของ X 2

α,m และ X 2
α,m คือคาวิกฤต (critical value)

ดังนั้นจะไดวา X 2
α,m = F−1(1− α)

การทดสอบสมมติฐานดวยวิธีการทดสอบ Wald เราจะปฏิเสธ H0 ถา

W > X 2
α,m

กลาวคือ ถาW มีคามากเกินไปอยางมีนัยสำคัญ โดยจากรูป 1 พื้นที่แรเงาจะแสดงถึงบริเวณที่จะปฏิเสธ
สมมติฐานวาง H0

รูป 1: รูปแสดงการแจกแจงไคสแควร

ตัวอยางการทดสอบ Wald บนตัวประมาณกำลังสองนอยสุด (Least-Squares)

พิจารณาความสัมพันธระหวาง y และ x จากสมการเชิงเสน
y = Ax+ v

โดยที่ y ∈ RN , x ∈ Rn และ v ∼ N (0,Σ) เราสามารถประมาณคาของ x ไดจากปญหากำลังสองนอย
สุด (LS)

x̂ = argmin
x

∥Ax− y∥2 = (ATA)−1ATy
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ตัวอยางการทดสอบที่พบบอยคือ การทดสอบวา x̂i = 0 หรือไม สำหรับบาง i

กำหนดสมมติฐานวาง x̂i = 0 ซึ่งในที่นี้จะไดฟงกชันขอกำหนดสำหรับการทดสอบ Wald ของ x̂i

ใดๆ คือ r(x̂) = eTi x̂ และสำหรับประมาณของเมทริกซคาความแปรปรวนรวมของ x̂ ของการประมาณ
กำลังสองนอยสุดนั้น เปนที่ทราบกันดีวาอยูในรูป

Âvar(x̂) = (ATA)−1ATΣA(ATA)−1

และคา W สำหรับการทดสอบ x̂i = 0 จากสมการ (11) จะลดรูปเปน

Wi = x̂2
i

[
Âvar(x̂)ii

]−1 เมื่อ i = 1, 2, ..., n

โดยที่ Âvar(x̂)ii หมายถึง สมาชิกตำแหนงที่ (i, i) ของเมทริกซ Âvar(x̂)

การทดสอบ Wald สำหรับเงื่อนไข Granger causality

การทดสอบ Wald สำหรับเงื่อนไข Granger causality นั้นคือการทดสอบสมมติฐานที่วา (Ak)ij = 0

หรือไม เพื่อสังเกตรูปแบบโครงสรางของศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลองที่ถูกประมาณไดเมื่อใชคาระดับ
นัยสำคัญตางๆกัน โดยจะทำการทดสอบ Wald บนแบบจำลอง (8)

การทดสอบ Granger causality จะสอดคลองกับฟงกชันขอกำหนดสำหรับแตละคู (i, j) คือ

r(θ̂) =


(Â1)ij
(Â2)ij...
(Âp)ij

 = B̂ij (13)

และคาประมาณของเมทริกซคาความแปรปรวนรวมของ θ̂ ซึ่งหาไดจาก (12) คือ

Âvar(θ̂) =

[
N∑

t=p+1

H̄(t)T Σ̂−1H̄(t)

]−1

และคาทางสถิติของ Wald (W ) สำหรับ r(θ) จาก (11) สามารถจัดรูปไดเปน

Wij = B̂T
ij

[
Âvar(θ̂)ij

]−1

B̂ij

โดยกำหนดให Âvar(θ̂)ij คือเมทริกซยอยขนาด p× p ในแนวทแยงมุม (main diagonal block) ของ
Âvar(θ̂) ที่สอดคลองกับพารามิเตอร Bij ดังนั้นเราสามารถกำหนดให W = [Wij] เปนเมทริกซทาง
สถิติของ Wald

จากนั้นจึงใชการทดสอบ Wald สำหรับทดสอบ (Ak)ij = 0 เมื่อ k = 1, 2, ..., p โดยทดสอบทีละคู
(i, j) สำหรับ j ̸= i, i, j = 1, 2, ..., n ทั้งหมด n2 − n ครั้ง หลังจากทำการทดสอบ Wald จะสามารถ
หาโครงสรางเชิงสาเหตุของพารามิเตอร A ของแบบจำลอง AR ไดออกมาในรูปแบบโครงสรางของศูนย
ซึ่งผลการทดลองจะถูกกลาวถึงในหัวขอที่ 3.2
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2.3 การประมาณแบบจำลอง AR ที่รวมเงื่อนไข Granger causality

การทดสอบ Wald บนพารามิเตอรของแบบจำลอง AR เมื่อไมมีขอกำหนดใดๆ เราจะไดเงื่อนไขความ
สัมพันธระหวางเหตุและผลมาในรูปแบบโครงสรางของศูนย ดังนั้นถาเราตองการแบบจำลองที่สอดคลอง
กับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลขางตน เราจึงรวมเงื่อนไขนี้ในการประมาณพารามิเตอรของ
ปญหา (10) ได โดยจะเห็นวาการประมาณแบบจำลอง AR แบบไมมีเงื่อนไขใดๆ เราจะใช ML ซึ่งสมมูล
กับ LS แตเมื่อรวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลแลวนั้น เราเลือกที่จะใชฟงกชันจุดประสงค
เปนแบบกำลังสองนอยสุด (least-square (LS)) แทน เพราะจะสามารถแกหาผลเฉลยไดงายกวา ซึ่งใน
ภาคผนวกหัวขอที่ 6.3 จะแสดงใหเห็นวารูปแบบของปญหาที่เปนแบบ ML และ LS ที่รวมเงื่อนไขความ
สัมพันธระหวางเหตุและผลนั้น แทจริงแลวเปนปญหาที่ตางกัน

ดังนั้น เราสามารถแสดงใหเห็นวา ปญหา LS ที่รวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล จะจัด
รูปไดเปน

minimize
θ

∥Fθ − z∥22

subject to Pθ = 0
(14)

เมื่อ P คือเมทริกซการฉาย (projection matrix) ตัวอยางเชน Pθ =

[
0 I 0 · · · 0
0 0 I · · · 0

]
θ จะหมาย

ถึงเงื่อนไขวา B12 = 0 และ B13 = 0

ในการหาคำตอบ (14) นั้น เราสามารถพิจารณาปญหาในรูปแบบพิเศษดังนี้
minimize

θ
∥Fθ − z∥22

subject to θi = 0
(15)

กลาวคือ เราตองการให θi บางตัวเปนศูนย เมื่อ i ∈ {1, 2, . . . , n} ซึ่งจะถูกกำหนดมาให โดยที่ θi คือ
สมาชิกตัวที่ i ของ θ และ fi คือคอลัมนที่ i ของเมทริกซ F จะเห็นวา

Fθ − z =

(
n∑

k=1

fkθk

)
− z =

(
n∑

k=1,k ̸=i

fkθk

)
− z = F̃ θ̃ − z

ให F̃ =
[
f1 · · · fi−1 fi+1 · · · fn

] และ θ̃ = (θ1, . . . , θi−1, θi+1, . . . , θn)

จะไดผลเฉลยคือ θ̃ = (F̃ T F̃ )−1F̃ T z ดังนั้นเราจะหาคำตอบของปญหากำลังสองนอยสุด (15) คือ

θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂i−1, 0, θ̂i+1, . . . , θ̂n) เมื่อ θi = 0 (16)

จะเห็นวาเมทริกซ F̃ คือเมทริกซ F ที่นำเอาคอลัมนที่ i ออกไป สำหรับเงื่อนไข θi = 0 ใดๆ ดังนั้น
สำหรับปญหา (14) ผลตอบก็จะสามารถหาไดในทำนองเดียวกันกับปญหา (15) โดยที่เมทริกซ F̃ จะ
เปนการนำเอาคอลัมนที่สอดคลองกับเงื่อนไขของปญหาออกไป เชน ถา Pθ = 0 หมายถึงการกำหนด
ให B12 = 0, B13 = 0 จะไดวา F̃ คือเมทริกซ F ที่เอาเมทริกซยอย คอลัมนที่ 2,3 ออกไป
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2.4 การรวมเงื่อนไขเสถียรภาพในการประมาณแบบจำลอง
กระบวนการสุม (1) จะเปนกระบวนการสุมคงที่ (stationary process) ก็ตอเมื่อระบบเชิงเสนที่สอดคลอง
กันนั้น เปนระบบที่มีเสถียรภาพ แตเนื่องจากพารามิเตอรที่ประมาณไดอาจสงผลใหแบบจำลองไมมีเสถียรภาพ
ได เราจึงตองรวมเงื่อนไขเสถียรภาพเขาไปในการประมาณพารามิเตอร ในหัวขอนี้จะสรุปเงื่อนไขการมี
เสถียรภาพของระบบเชิงเสน ดังนี้

เงื่อนไขจำเปนและเพียงพอสำหรับเสถียรภาพ
พิจารณา สมการเชิงเสนเวลาวิยุต (discrete-time linear system) ในรูปทั่วไป

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) (17)

เมื่อ x คือตัวแปรสถานะและ A คือเมทริกซพลวัต (dynamic matrix)
เราจะพิจารณาเสถียรภาพของแบบจำลอง (1) โดยเขียนใหอยูในรูปสมการเชิงเสนเวลาวิยุตไดดังนี้


y(t)

y(t− 1)
...

y(t− p+ 1)

 =


A1 A2 . . . Ap−1 Ap

I 0 . . . 0 0
0 I . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . I 0




y(t− 1)
y(t− 2)

...
y(t− p+ 1)
y(t− p)

+


v(t)
0
...
0

 (18)

โดยที่เมทริกซพลวัตของ (18) คือ

A =


A1 A2 . . . Ap−1 Ap

I 0 . . . 0 0
0 I . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . I 0


np×np

(19)

1. เงื่อนไขบนคาเจาะจงของเมทริกซพลวัต
ระบบเชิงเสนเวลาวิยุตจะมีเสถียรภาพก็ตอเมื่อคาเจาะจง (eigenvalue) ทุกตัวของ A ∈ Rnp×np

มีขนาดนอยกวาหนึ่ง นั่นคือ
|λi(A)| < 1, i = 1, 2, . . . , np. (20)

เมื่อ λi(A) คือคาเจาะจงตัวที่ i ของ A

สำหรับการประมาณพารามิเตอรA ที่มีเสถียรภาพนั้น คือการหาคาA1, A2, . . . , Ap ที่ทำให (20)
เปนจริง ซึ่งออกมาในรูปสมการไมเชิงเสน (nonlinear) และยากตอการนำไปใชในการคำนวณจริง

2. ทฤษฎีบทเลียปูนอฟเวลาวิยุต
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พิจารณา สมการเลียปูนอฟเวลาวิยุต (discrete-time Lyapunov equation)

ATPA− P +Q = 0 (21)

สมการขางตนจะใชในการวิเคราะหเสถียรภาพของระบบพลวัตเชิงเสนเวลาวิยุต (17)
ทฤษฎีบทเลียปูนอฟเวลาวิยุต กลาววา

• สำหรับ A และ Q ≻ 0 ที่กำหนดให ถาสามารถหาคา P ≻ 0 ที่สอดคลองกับ (21) จะไดวา
ระบบ (17) มีเสถียรภาพ

• บทกลับ : ถาระบบ (17) มีเสถียรภาพแลว จะมี P ≻ 0 และ Q ≻ 0 ที่สอดคลองกับ (21)
เสมอ

ดังนั้นกลาวโดยสรุปคือ ระบบ x(t + 1) = Ax(t) จะมีเสถียรภาพ ก็ตอเมื่อมีคา P ≻ 0 และ
Q ≻ 0 ซึ่งสอดคลองกับ (21)
ในปญหาระบบควมคุม A จะถูกกำหนดให และเราจะสามารถตรวจสอบการมีเสถียรภาพของ A
ไดจากการหา P ≻ 0 ที่สอดคลองกับ (21) แตในปญหาการระบุเอกลักษณของระบบ (system
identification)A จะเปนพารามิเตอรที่เราไมทราบคาและตองการหา ดังนั้นถาเราเลือกที่จะกำหนด
P ≻ 0 มากอน เชน กำหนดให P = I และ Q ≻ 0 สมการ (21) จะสอดคลองกับ ATA ≺ I ซึ่ง
สมมูลกับ

∥A∥2 < 1 (22)
เมื่อหา A ที่สอดคลองกับเงื่อนไข (22) แลว ระบบพลวัตเชิงเสนเวลาวิยุต x(t+1) = Ax(t) จะมี
เสถียรภาพ ซึ่งเงื่อนไขขางตนนั้นเปนแคเงื่อนไขพอเพียงเทานั้น แตไมใชเงื่อนไขจำเปนสำหรับการ
มีเสถียรภาพของระบบพลวัตเชิงเสนเวลาวิยุต
พิจารณาเงื่อนไข ∥A∥2 ≤ 1 จากA ที่มีโครงสรางดัง (19) กำหนดใหA =

[
A1 A2 . . . Ap−1

]
และ B = Ap จะได

A =

[
A B
I 0

]
เนื่องจากเงื่อนไข ∥A∥2 ≤ 1 สมมูลกับ ATA ≼ I จะไดวา

ATA =

[
AT I
BT 0

] [
A B
I 0

]
=

[
ATA+ I ATB
BTA BTB

]
โดยถา ATA ≼ I จะไดวา

I −ATA =

[
−ATA −ATB
−BTA I −BTB

]
≽ 0

จะเปนจริงเมื่อ−ATA ≽ 0 ซึ่งเกิดขึ้นไดกรณีเดียวเมื่อ A = 0 หรือก็คือ A1, A2, . . . , Ap−1 ตองมี
คาเปนศูนยทั้งหมด ซึ่งจะกลายเปนผลตอบที่ไมมีความหมาย เนื่องจากพารามิเตอรของแบบจำลอง
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A1, . . . , Ap ตองมีรูปแบบโครงสรางของศูนยแบบเดียวกัน และจะไดวา y(t) ขึ้นกับ Ap อยาง
เดียว ซึ่งจะเปนการสรุปที่เฉพาะเจาะจงเกินไป ดังนั้นเราจะไมพิจารณา ∥A∥2 ≤ 1 เปนเงื่อนไข
ในขอกำหนดเสถียรภาพ

เงื่อนไขเพียงพอสำหรับเสถียรภาพ
นอกจากเงื่อนไขจำเปนและเพียงพอสำหรับเสถียรภาพดังที่ไดกลาวมาขางตนแลว ยังมีบางเงื่อนไขที่พอ
เพียงสำหรับการมีเสถียรภาพของระบบเชิงเสนเวลาวิยุต ดังนี้

1. Gershgorin circle
จาก [7] กำหนดให A = [aij] เปนเมทริกซจัตุรัสขนาด n × n ใดๆ Gershgorin circles คือ
วงกลมบนระนาบเชิงซอน n วง ที่มีจุดศูนยกลางอยูที่พิกัด aii และมีรัศมีเทากับ Ri โดยที่ Ri มี
นิยามคือ

Ri =
n∑

j=1,j ̸=i

|aij| i = 1, 2, . . . , n (23)

ทฤษฎี Gershgorin กลาวไววา คาเจาะจงทุกตัวของ A จะมีคาอยูภายในหรือบนวงกลม Gersh-
gorin อยางนอยหนึ่งวง หรือก็คือ

|λ− aii| ≤ Ri , i = 1, 2, . . . , n (24)

เมื่อ λ คือคาเจาะจงของ A

บทพิสูจนทฤษฎี Gershgorin circles สามารถอธิบายไดอยางกระชับและงายดังนี้ กำหนดให λ
คือคาเจาะจงของ A ∈ Rn×n ซึ่งสอดคลองกับเวกเตอรเจาะจง x และให i ∈ 1, . . . , n ถูกเลือก
โดยที่ xi เปนเวกเตอรเจาะจงที่มีขนาดใหญที่สุด ดังนั้น |xi| > 0 ไมเชนนั้น x จะมีคาเทากับศูนย
จะไดวา ∑

j

aijxj = λxi

∑
j ̸=i

aijxj = λxi − aiixi

|λ− aii| = |
∑

j ̸=i aijxj

xi

| ≤
∑
j ̸=i

|aijxj

xi

| ≤
∑
j ̸=i

|aij| = Ri

จากผลลัพธใน (24) นั่นคือ คาเจาะจงแตละตัวตองอยูภายในหรือบนวงกลม Gershgorin อยาง
นอยหนึ่งวง ดังนั้นการหา A ที่มีเสถียรภาพ คือการบังคับใหวงกลม Gershgorin ทุกวงอยูภายใน
วงกลมหนึ่งหนวย ซึ่งจะทำให |λ| < 1 เปนจริงตาม (24) ดวย ดังนั้นถาเรากำหนดให

max
i

(Ri + |aii|) ≤ 1
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แทน Ri จาก (23) จะไดวา

max
i

n∑
j=1

|aij| ≤ 1 i = 1, 2, . . . , n (25)

และเนื่องจากเมทริกซ A และ AT มีคาเจาะจงเหมือนกัน จะไดวาเปลี่ยนตำแหนง (i, j) ใน (25)
จะกลายเปน

max
j

n∑
i=1

|aij| ≤ 1 j = 1, 2, . . . , n (26)

เนื่องจาก ∥A∥∞ คือคาผลรวมของคาสัมบูรณของคา aij ในแถวแตละแถวที่มากที่สุดของเมทริกซ
A (the maximum absolute row sum of the matrix A) และ ∥A∥1 คือคาผลรวมของ
คาสัมบูรณของคา aij ในคอลัมนแตละคอลัมนที่มากที่สุดของเมทริกซ A (the maximum ab-
solute column sum of the matrixA) ดังนั้นเงื่อนไข (25) และ (26) จะสอดคลองกับ ∥A∥∞ ≤
1 หรือ ∥A∥1 ≤ 1

พิจารณาเงื่อนไข ∥A∥1 ≤ 1 จากโครงสรางของ A ดัง (19) ถาเราตองการใหเงื่อนไขนี้เปนจริง
เนื่องจากแตละคอลัมนของA จะมี 1 อยูเสมอ ยกเวนคอลัมนบล็อกที่มีAp เราจะไดวาA1, A2, . . . , Ap−1

ตองมีคาเปนศูนยทั้งหมด ซึ่งจะกลายเปนผลตอบที่ไมมีความหมาย เนื่องจากพารามิเตอรของแบบ
จำลองตองมีรูปแบบโครงสรางของศูนยแบบเดียวกัน ดังนั้นเราจะไมพิจารณาเงื่อนไขนี้ในขอกำหนด
ใหมีเสถียรภาพ

2. ความสัมพันธระหวาง induced norm และ spectral radius
กำหนดให x ∈ Rn เปนเวกเตอรเจาะจงของA ∈ Rn×n ที่มีคาเจาะจง λ โดยที่max

i
|λi| = ρ(A)

คือ spectral radius ดังนั้น A จะมีเสถียรภาพก็ตอเมื่อ ρ(A) < 1

ให v ∈ Rn เปนเวกเตอรใดๆ เราจะไดความสัมพันธระหวาง ρ(A) กับ induced norm ของ A

ใดๆดังนี้
∥A∥ = sup

v ̸=0

∥Av∥
∥v∥

≥ ∥Ax∥
∥x∥

=
|λ|∥x∥
∥x∥

= |λ|

หรือก็คือ
ρ(A) ≤ ∥A∥

ดังนั้นการกำหนดให ∥A∥ < 1 จึงเปนการบังคับให ρ(A) < 1 หรือก็คือ A จะมีเสถียรภาพ
นั่นเอง โดยที่ ∥A∥ เปน induced norm

จากที่ผานมามีผูทดลองการรวมเงื่อนไขเสถียรภาพในการประมาณแบบจำลองดวยวิธีการตางๆ เชน
การใช Jury’s test บนระบบเชิงเสนเวลายืนยงแบบสัญญาณขาเขาและสัญญาณขาออกเดียว (Single
Input Single Output (SISO) Linear-Time-Invariant (LTI) system) จาก [2] โดยจะหาคาประมาณ
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พารามิเตอรของระบบเชิงเสนที่สอดคลองกับตารางของ Jury เพื่อรับประกันวาระบบเชิงเสนจะมีเสถียรภาพ
แบบ BIBO ซึ่งโครงงานนี้จะเปนระบบแบบหลายสัญญาณขาเขาและหลายสัญญาณขาออก (Multi In-
put Multi Output (MIMO) Linear system), การใชทฤษฎีของ Gershgorin circle บนแบบจำลอง
Autoregressive Moving Average with Exogenous Input (ARMAX) จาก [10] โดยเขียนแบบ
จำลองใหอยูในรูปของสมการสถานะ และหาคาประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองที่สอดคลองกับเงื่อนไข
(25) ซึ่งจะคลายคลึงกันกับโครงงานนี้, การนำทฤษฎีบทเลียปูนอฟมาประยุกตใชกับแบบจำลอง Autore-
gressive Moving Average (ARMA) แบบเวกเตอร จาก [8] และ [9] โดยจะประมาณคาพารามิเตอร
ของแบบจำลอง และจากนั้นหาคาประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองใหมที่สอดคลองกันกับสมการเลีย
ปูนอฟ โดยนอรมของพารามิเตอรมีขนาดเปลี่ยนแปลงไปจากเดิมนอยที่สุด ซึ่งจะประมาณ P และ A

พรอมกัน แตถานำมาประยุกตใชกับโครงงานนี้จะมีความซับซอนมากขึ้นไปอีกจากเงื่อนไขความสัมพันธ
ระหวางเหตุและผล ดังนั้นจึงไมเลือกทำตามวิธีนี้ และจาก [1] จะประยุกตใชทฤษฎีบทเลียปูนอฟบนแบบ
จำลองระบบพลวัตเชิงเสน (linear dynamical systems (LDS) model) โดยจะประมาณคาพารามิเตอร
ของแบบจำลองที่สอดคลองกับเงื่อนไข ATA ≺ I เมื่อ A คือพารามิเตอรของแบบจำลอง แตเนื่องจาก
A มีโครงสรางเหมือน VAR(1) ซึ่งแตกตางจากโครงสรางของพารามิเตอรในโครงงานนี้ อยางไรก็ตามการ
ทดลองทั้งหมดมีจุดประสงคเพื่อที่จะบังคับใหคาพารามิเตอรของแบบจำลองตางๆที่ประมาณไดสงผลให
ระบบมีเสถียรภาพ

2.5 การประมาณแบบจำลองถดถอยตัวเองที่รวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลและเสถียรภาพ

ในหัวขอนี้จะนำเสนอวิธีการประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองถดถอยตัวเองซึ่งรวมเงื่อนไขความสัมพันธ
ระหวางเหตุและผลและเงื่อนไขเสถียรภาพ เนื่องจากพารามิเตอรที่ถูกประมาณไดหลังจากรวมเงื่อนไขความ
สัมพันธระหวางเหตุและผลแลวอาจจะสงผลใหระบบเชิงเสน (18) ไมมีเสถียรภาพ

พารามิเตอรที่ประมาณไดจะถูกทดสอบดวยการทดสอบWald เพื่อหารูปเงื่อนไขความสัมพันธระหวาง
เหตุและผล ซึ่งจะถูกแสดงในรูปแบบโครงสรางของศูนย หลังจากนั้นจะประมาณคาพารามิเตอรใหมอีก
ครั้งใหสอดคลองกับโครงสรางของศูนยที่ทดสอบได และรวมเงื่อนไขเสถียรภาพเขาไป พารามิเตอรที่ถูก
ประมาณไดในทายที่สุดคือจุดประสงคของโครงงานนี้ รูปแบบของปญหาจะเปนการแกปญหา optimiza-
tion ที่มีเงื่อนไขทั้ง 2 ขางตน
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minimize
A

∥Y − AH∥2F

subject to A =


A1 A2 . . . Ap−1 Ap

I 0 . . . 0 0
0 I . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . I 0

 ,

∥A∥∞ ≤ 1,

(Ak)ij = 0, (i, j) ∈ I

(27)

เมื่อ I ⊂ {1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . , n} คือเซตของคูอันดับที่เปนตัวกำหนดโครงสรางของศูนยใน Ak

และเงื่อนไข (Ak)ij = 0 จะหาจากการทดสอบ Wald ซึ่งจะไดรูปแบบโครงสรางของศูนยออกมา โดย
ผลลัพธจะถูกแสดงไวในหัวขอ 3.4

2.6 แผนผังการหาแบบจำลองถดถอยตัวเองที่รวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลและเสถียรภาพ

การหาแบบจำลอง AR ที่มีเสถียรภาพและสอดคลองกับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล สามารถ
สรุปไดตามแผนผังดานลาง

ML estimation 
of AR model
with closed-

form in (5) (6)

Wald test 

on  𝐴

Estimation of AR 
Subject to 

Granger causality 
condition

in problem (14)

Estimation of AR 
Subject to Granger 

causality condition + 
Stability condition

In problem (27)

Is the model 
stable?

Time Series 
Data

 𝐴,  Σ Zero pattern of  𝐴

AR model with 
Granger causality

yes

noStable AR model
with Granger causality

Sparsity pattern of  𝐴 Sparsity pattern of  𝐴

Some eigenvalues of 𝒜
lie outside the unit circle 

All eigenvalues of 𝒜
lie on the unite circle Sparsity pattern of  𝐴

เราสามารถอธิบายขั้นตอนตามแผนผังไดดังนี้

1. ขอมูลอนุกรมเวลาสามารถอธิบายไดดวยแบบจำลอง AR ซึ่งสามารถหาคาพารามิเตอรของแบบ
จำลอง Â และ Σ̂ ไดดวยวิธีการประมาณแบบ ML
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2. ทดสอบสมมติฐานแบบWald บนพารามิเตอร Â เพื่อหารูปแบบเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุ
และผล ในรูปของรูปแบบโครงสรางของศูนย ซึ่งสอดคลองกับคาระดับนัยสำคัญหนึ่งๆ

3. เมื่อไดรูปแบบโครงสรางของศูนยแลว เราสามารถประมาณพารามิเตอร Â ใหมใหสอดคลองกับ
เงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล ดังปญหา (14)

4. เมื่อประมาณพารามิเตอรใหมไดแลว เราตองทำการตรวจสอบความมีเสถียรภาพของแบบจำลอง
ทีได เนื่องจากถาแบบจำลองมีเสถียรภาพอยูแลว การรวมเงื่อนไขเสถียรภาพ ∥A∥∞ ≤ 1 เขาไป
อีกจะเปนการจำกัดขอบเขตของแบบจำลองที่เปนไปไดใหมีขนาดเล็กลง สงผลใหการประมาณอาจ
จะมีคาฟงกชันจุดประสงคที่สูงขึ้น

5. ถาพารามิเตอรที่ประมาณไดจากขอ 3 สงผลใหแบบจำลองมีเสถียรภาพ เราก็จะไดแบบจำลอง AR
ที่มีเสถียรภาพและสอดคลองกับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

6. แตถาพารามิเตอรที่ประมาณไดจากขอ 3 สงผลใหแบบจำลองไมมีเสถียรภาพ เราจึงตองรวมเงื่อนไข
การมีเสถียรภาพเขาไปในการประมาณพารามิเตอรใหม ดังปญหา (27) จึงจะไดแบบจำลอง AR ที่
มีเสถียรภาพและสอดคลองกับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

16



3 ผลการทดลอง
3.1 การทดสอบ Wald บนตัวประมาณกำลังสองนอยสุด

เราจะสรางขอมูลขึ้นมาเองจากสมการ

y = Ax+ v (28)

โดย y ∈ RN เมื่อ N คือจำนวนตัวอยางของขอมูล ให x ∈ Rn, n = 100 หรือก็คือจำนวนพารามิเตอร
ที่ตองการประมาณมีทั้งหมด 100 ตัว และ v ∼ N (0, σ2IN) โดยให σ2 = ∥x∥ และกำหนดใหคาจริง
ของ xi บางตัวมีคาเทากับศูนยและนำไปใชในการทดสอบ Wald ตอไปเพื่อพิจารณาความแมนยำของ
การทดสอบ Wald ซึ่งจะพิจารณาจากคาความผิดพลาดทั้งสองแบบของการทดสอบสมมติฐาน โดยคา
ความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (Type I error) คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดไมเทากับ
ศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรเทากับศูนย

Type I Error = Prob(x̂i ̸= 0| xi = 0)

และคาความผิดพลาดแบบที่สอง (Type II error) คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรทีป่ระมาณได
เทากับศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรไมเทากับศูนย

Type II Error = Prob(x̂i = 0| xi ̸= 0)

จากนั้นจึงทำการทดสอบ Wald โดยทดสอบบนสมการ (28) ที่สรางขึ้นทั้งหมด 10,000 ครั้ง แตละ
ครั้งจะคงคา A และ x ไว คาที่เปลี่ยนไปคือสัญญาณรบกวน v เพื่อหาคาความผิดพลาดทั้งสองแบบ
และพิจารณาคาตางๆที่จะมีผลตอคาความผิดพลาดทั้งสองแบบที่เกิดขึ้น ในที่นี้จะพิจารณาคาระดับนัย
สำคัญ, คาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน และจำนวนตัวอยางของขอมูล

จากผลการทดลอง ดังแสดงในรูป 2, 3 และ 4 จะเห็นวาคาความผิดพลาดแบบที่สองจะมีคาลดลง
เมื่อเพิ่มคาของระดับนัยสำคัญและจำนวนตัวอยาง แตจะมีคาเพิ่มมากขึ้นเมื่อคาความแปรปรวนของ
สัญญาณรบกวนมีคามากขึ้น ในขณะที่คาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งจะมีคาประมาณเทากับคาระดับนัย
สำคัญเสมอ เนื่องจากการทดสอบสมมติฐานไดนิยามใหคาระดับนัยสำคัญและคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง
เปนคาเดียวกัน

3.2 การทดสอบ Wald บนแบบจำลองถดถอยตัวเอง
เพื่อสังเกตรูปแบบโครงสรางของศูนยในพารามิเตอรของแบบจำลองที่ถูกประมาณไดเมื่อใชคาระดับนัยสำคัญ
ตางๆกัน เริ่มตนจากการสรางแบบจำลองตามสมการ (3) โดยใชคา y(t) ∈ Rn อันดับของแบบจำลอง
p = 4 และจำนวนขอมูลทั้งหมด 1,000 จุด (t = 1, 2, ..., 1000) พารามิเตอรของแบบจำลอง Ak ∈

Rn×n สำหรับ k = 1, 2, 3, 4 จะถูกสรางใหมีบางสมาชิก (Ak)ij เปนศูนยจำนวนครึ่งหนึ่งของจำนวน
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รูป 2: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงคาความแปรปรวนของสัญญาณรบกวน โดย α = 0.05, N = 150
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รูป 3: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงคาระดับนัยสำคัญ (α) โดย σ2 = 10||x||, N = 150
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รูป 4: รูปแสดงคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง (เสนสีฟา), คาความผิดพลาดแบบที่สอง (เสนสีแดง) และผลรวมคาความผิด
พลาดทั้งสองแบบ (เสนสีเหลือง) เมื่อเปลี่ยนแปลงจำนวนของตัวอยาง โดย α = 0.05, σ2 = 10||x||
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พารามิเตอรทั้งหมด หรือก็คือ 50% และ v(t) ∼ N (0, 10In) โดยใชคา n = 20 แลวจึงทำการประมาณ
คาพารามิเตอร A,Σ ซึ่งคือผลเฉลยแบบปด (closed-form) ของปญหา ML จากสมการ (5), (6) ตาม
ลำดับ

จากนั้นใชวิธีการจากหัวขอที่ 2.2 (การทดสอบ Wald สำหรับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและ
ผล) เพื่อนำพารามิเตอรของแบบจำลองไปทดสอบWald ซึ่งจะไดรูปแบบของสมการใหมในรูปของสมการ
(8) และฟงกชันขอกำหนดสำหรับทดสอบคู (i, j) ใดๆดัง (13) ซึ่งสามารถเขียนไดเปน

r(θ̂) =
[
eTi ⊗ Ip

]
θ̂

เมื่อ ⊗ คือตัวดำเนินการ kronecker product และ θ̂ ∈ Rn2p คือคาประมาณของ θ ในสมการ (9) ซึ่ง
มีจำนวนตัวแปรทั้งหมด n2p = 1600 และคาประมาณของเมทริกซคาความแปรปรวนรวมของ θ̂ ซึ่งหา
ไดจาก (12) คือ

Âvar(θ̂) =

[
N∑

t=p+1

H̄(t)T Σ̂−1H̄(t)

]−1

และคาทางสถิติของ Wald (W ) สำหรับคู (Âk)ij ใดๆจาก (11) จะลดรูปเปน

Wij = B̂T
ij

[
Âvar(θ̂)ij

]−1

B̂ij

โดยกำหนดให Âvar(θ̂)ij คือเมทริกซยอยขนาด p× p ในแนวทแยงมุม (main diagonal block) ของ
Âvar(θ̂) ที่สอดคลองกับพารามิเตอร Bij

จากนั้นจึงทำการทดสอบ Wald สำหรับ (Ak)ij แตละคู (i, j) โดยใชคาระดับนัยสำคัญตางๆกัน
และพิจารณาคาความผิดพลาดทั้งสองแบบของการทดสอบสมมติฐาน ซึ่งคือคาความผิดพลาดแบบที่หนึ่ง
(Type I error) คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดไมเทากับศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของ
พารามิเตอรเทากับศูนย

Type I Error = Prob((Âk)ij ̸= 0| (Ak)ij = 0)

และคาความผิดพลาดแบบที่สอง (Type II error)คือคาความนาจะเปนที่คาพารามิเตอรที่ประมาณไดเทากับ
ศูนยเมื่อกำหนดใหคาจริงของพารามิเตอรไมเทากับศูนย

Type II Error = Prob((Âk)ij = 0| (Ak)ij ̸= 0)

จากการทดลองจะเห็นวาคาความผิดพลาดแบบที่สองจะมีคาลดลงตามคาระดับนัยสำคัญที่เพิ่มขึ้น ใน
ขณะที่คาความผิดพลาดแบบที่หนึ่งจะมีคาเพิ่มขึ้นตามคาระดับนัยสำคัญที่เพิ่มขึ้น ดังรูปที่ 5 และแสดง
ตัวอยางรูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรที่ประมาณไดเทียบกับคาจริงในรูปที่ 6
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รูป 5: รูปแสดงคาความผิดทั้งสองแบบ เมื่อเปลี่ยนแปลงคาระดับนัยสำคัญ (α)

(a) α = 0.01 (b) α = 0.1

รูป 6: รูปแสดงตัวอยางรูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรที่ประมาณไดเมื่อเทียบกับคาจริง เมื่อ
� แทนจุดขอมูลที่ไมเทากับศูนยทั้งคูของคาจริงและคาประมาณ ⃝ แทนจุดที่คาจริงเทากับศูนยแตคาประมาณไมเปนศูนย
+แทนจุดที่คาจริงไมเทากับศูนยแตคาประมาณเปนศูนยและชองวางคือจุดขอมูลที่เปนศูนยทั้งคูของคาจริงและคาประมาณ

3.3 การศึกษาเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลดวยการทดสอบ Wald

เพื่อที่จะเลือกใชคาระดับนัยสำคัญที่เหมาะสม สำหรับการหารูปแบบเงื่อนไขความสัมพันธของพารามิเตอร
ของแบบจำลอง จึงนำเกณฑการคัดเลือกตัวแบบโดยขอสนเทศของเบส (Bayesian Information Cri-
terion (BIC)) มาใชหาคาที่เหมาะสมนั้น

เริ่มตนจากการสรางแบบจำลอง (3) โดยใชคา y(t) ∈ Rn อันดับของแบบจำลอง p = 4 และจำนวน
ขอมูลทั้งหมด 1000 จุด (t = 1, 2, ..., 1000) พารามิเตอรของแบบจำลอง Ak ∈ Rn×n สำหรับ k =

1, 2, 3, 4 จะถูกสรางใหมีบางสมาชิก (Ak)ij เปนศูนยจำนวนครึ่งหนึ่งของจำนวนพารามิเตอรทั้งหมด หรือ
ก็คือ 50% และ v(t) ∼ N (0, 10In) โดยใชคา n = 20 จากนั้นทำการแกปญหา (14) โดยที่รูปแบบ
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โครงสรางของศูนยจะเปลี่ยนไปตามคาระดับนัยสำคัญทั้งหมด 10 คาคือ 0.01, 0.02,. . . , 0.1 และหา
คา BIC ไดจาก

BIC = −2L+ d logN

เมื่อ L คือคา log-likelihood เปนฟงกชันของ A และ Σ, d คือจำนวนตัวแปรที่ตองการประมาณคา
ทั้งหมด ซึ่งคา BIC จะสามารถจัดรูปไดเปน

BIC = log det Σ̂ +
d

N − p
logN

และจะถูกอธิบายไวในภาคผนวกที่ 6.2 โดย Σ̂ หาไดจาก (6) และคา d จะเปลี่ยนแปลงไปตามคาระดับ
นัยสำคัญที่เปลี่ยนไป เนื่องจากมีผลจากจำนวนของศูนยที่หาไดจากการทดสอบ Wald ผลการทดลองที่
ไดจะถูกแสดงไวในรูป 7
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(b) รูปแสดงโครงสรางของศูนย

รูป 7: รูปแสดงผลการทดสอบ BIC

จะเห็นวาผลการทดลองไมสามารถเลือกคาระดับนัยสำคัญที่เหมาะสมได เนื่องจากเมื่อเพิ่มคาระดับ
นัยสำคัญจากศูนยขึ้นมาเพียงเล็กนอยจะสงผลใหจำนวนตัวแปรที่ตองการประมาณคาเพิ่มขึ้นมาอยางมาก
โดยสามารถดูไดจากรูปแบบโครงสรางของศูนยในรูป 8 และเมื่อเพิ่มคาระดับนัยสำคัญตอไปเรื่อยๆ จำนวน
ตัวแปรที่ตองการประมาณคาจะคอยๆเพิ่มขึ้นเรื่อยๆทีละนอย เมื่อเทียบกับการเพิ่มขึ้นอยางมากของจาก
คาระดับนัยสำคัญเทากับศูนยเปน 0.01 ทำใหผลการทดลองจะเลือกคาระดับนัยสำคัญที่ต่ำที่สุดเสมอ ซึ่ง
จากความเปนจริงแลวการทดสอบ BIC จะสามารถหาคาระดับนัยสำคัญที่เหมาะสมไดถาเมื่อเพิ่มคาระดับ
นัยสำคัญจากศูนยขึ้นมาเล็กนอยแลว จำนวนตัวแปรที่ตองการประมาณคาจึงคอยๆเพิ่มขึ้นทีละนอย
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3.4 การประมาณแบบจำลองถดถอยตัวเองที่รวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล และเสถียรภาพ

เนื่องจากการประมาณพารามิเตอร A จาก (5) และ/หรือการประมาณพารามิเตอร A ที่รวมเงื่อนไข
ความสัมพันธระหวางเหตุและผลในปญหา (14) อาจสงผลใหระบบเชิงเสนไมมีเสถียรภาพได เราจึงตอง
เพิ่มเงื่อนไขเสถียรภาพเขาไปเพื่อบังคับให A มีเสถียรภาพ

เริ่มตนจากการสรางแบบจำลอง (3) โดยใชคา y(t) ∈ Rn อันดับของแบบจำลอง p = 5 และจำนวน
ขอมูลทั้งหมด 200 จุด (t = 1, 2, ..., 200) พารามิเตอรของแบบจำลอง Ak ∈ Rn×n จะถูกสรางใหมี
บางสมาชิก (Ak)ij เปนศูนยจำนวน 50% ของจำนวนพารามิเตอรทั้งหมด สำหรับ k = 1, . . . , 5 และ
v(t) ∼ N (0, 10In) โดยใชคา n = 40 เราสามารถหาคาประมาณพารามิเตอร A จาก (5) ซึ่งคา p

ที่แทจริงคือ p = 5 แตในการประมาณคาพารามิเตอรนั้น จะสมมติวาเราไมทราบคา p ที่แทจริง และ
เมื่อใช p บางคา เชน p = 3 ผลปรากฎวาการประมาณพารามิเตอร A นั้นจะทำใหแบบจำลองที่ได
ไมมีเสถียรภาพ จากนั้นทำการทดสอบ Wald บนพารามิเตอร A ที่ประมาณได โดยเลือกใชคาระดับนัย
สำคัญ α = 0.05 เพื่อที่จะหาเงื่อนไขความสำพันธระหวางเหตุและผล และแกปญหา

minimize
θ

∥Fθ − z∥22

subject to Pθ = 0

เมื่อ P คือเมทริกซการฉาย (projection matrix) เพื่อหาคาประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองที่สอดคลอง
กับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล โดยใช Granger_cons.m และ ThetaToA.m ในภาคผนวก
ที่ 6.4 แตเนื่องจากพารามิเตอรที่ประมาณไดอาจไมมีเสถียรภาพ ดังนั้น เราตองรวมเงื่อนไขเสถียรภาพ
เขาไปในการประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองที่สอดคลองกับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและ
ผล โดยรูปแบบของปญหาจะเปนการแกปญหา optimization ที่มีเงื่อนไขทั้ง 2 ขางตน

minimize
A

∥Y − AH∥2F

subject to A =


A1 A2 . . . Ap−1 Ap

I 0 . . . 0 0
0 I . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . I 0

 ,

∥A∥∞ ≤ 1,

(Ak)ij = 0, (i, j) ∈ I

เมื่อ I ⊂ {1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . , n} เปนเซตของคูอันดับที่เปนตัวกำหนดโครงสรางของศูนยใน Ak

โดยที่เงื่อนไข (Ak)ij = 0 คือรูปแบบโครงสรางของศูนย ที่หาไดการทดสอบ Wald ซึ่งการแกปญหานี้
เราไดใชซอฟแวรของ MATLAB ที่ชื่อวา CVX จาก [3] และ [4] โดยใช CVX_granger_stability.m

ในภาคผนวกที่ 6.4 และผลลัพธของการทดลองทั้งหมดจะถูกแสดงในรูป 8
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(a) เมื่อไมมีเงื่อนไข (unconstrained LS estimation)
หรือปญหา (7)

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.5

0

0.5

1

(b) เมื่อรวมความสัมพันธระหวางเหตุและผล
หรือปญหา (14)
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(c) เมื่อรวมความสัมพันธระหวางเหตุและผล และ
เสถียรภาพ หรือปญหา (27)

รูป 8: รูปแสดงตำแหนงคาเจาะจงของเมทริกซ A บนระนาบเชิงซอน ที่คำนวณจากการประมาณแบบกำลังสองต่ำสุด และ
รวมเงื่อนไขตางๆ

จะเห็นวาตำแหนงของคาเจาะจงของA ที่ประมาณไดจากปญหาการประมาณที่ไมมีขอกำหนดเสถียรภาพ
จะมีบางสวนที่อยูนอกวงกลม 1 หนวย แตเมื่อเพิ่มขอกำหนดเสถียรภาพเขาไปตำแหนงของคาเจาะจง
ทั้งหมดจะอยูภายในวงกลม 1 หนวย ซึ่งแสดงถึงการมีเสถียรภาพของระบบเชิงเสนเวลาวิยุต โดยจะเห็น
วาตำแหนงคาเจาะจงของ (c) จะถูกบีบใหแคบลงมาก เพื่อใหอยูในวงกลม 1 หนวย ซึ่งคาฟงกชันจุด
ประสงคจะเพิ่มมากขึ้นเมื่อมีการกำหนดเงื่อนไขเขาไปมากขึ้น หรือก็คือคาฟงกชันจุดประสงคของรูป 8
(c) > (b) > (a) และเปนบงบอกวา การบังคับใชเงื่อนไขเสถียรภาพเขาไป พารามิเตอรที่ประมาณได
จะมีคาใกลเคียงกับของจริงนอยลง
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4 บทสรุป

โครงงานนี้จะทำการหาเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลของพารามิเตอรของแบบจำลอง AR ผาน
รูปแบบโครงสรางของศูนย มีจุดประสงคเพื่ออธิบายความสัมพันธระหวางตัวแปรตางๆ ของขอมูลอนุกรม
เวลาผานคาพารามิเตอรของแบบจำลอง ซึ่งรูปแบบโครงสรางของศูนยจะสามารถหาไดจากการทดสอบ
สมมติฐานแบบWald แตเนื่องจากคาพารามิเตอรของแบบจำลองที่ประมาณไดนั้นอาจจะสงผลใหแบบ
จำลองไมมีเสถียรภาพได ดังนั้นเราจึงตองรวมเงื่อนไขเสถียรภาพเขาไปในการประมาณแบบจำลอง ผลลัพธ
ที่นำเสนอคือ ปญหาการประมาณแบบจำลองถดถอยตัวเองในรูปการหาคาเหมาะสมแบบคอนเวกซ ซึ่ง
สามารถหาคำตอบไดอยางมีประสิทธิภาพ โดยสุดทายจะไดแบบจำลองที่มีเสถียรภาพและสอดคลองกับ
เงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

5 กิตติกรรมประกาศ
โครงงานวิศวกรรมไฟฟา เรื่องการหาโครงสรางเชิงสาเหตุสำหรับขอมูลอนุกรมเวลาดวยวิธีทดสอบทางสถิติ
บนการประมาณแบบจำลอง จะไมสามารถประสบความสำเร็จลงไดเลย ถาหากขาดความชวยเหลือ และ
การสนับสนุนจาก ผูชวยศาสตราจารย ดร. จิตโกมุท สงศิริ อาจารยที่ปรึกษาในวิชาโครงงานวิศวกรรม
ไฟฟา โดยการใหคำปรึกษา และคำแนะนำที่เปนประโยชนในการทำโครงงานนี้ ตลอดจนใหความรูในการ
แกปญหา ปรับปรุง และแกไขจนรายงานเลมนี้เสร็จสมบูรณ ผูจัดทำจึงขอขอบพระคุณเปนอยางสูง
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6 ภาคผนวก
6.1 การประมาณแบบ maximum likelihood บนแบบจำลอง AR
พิจารณา y = (y1, ..., yN) เปนตัวอยางหรือสัญญาณขาออกที่สังเกตไดจากแบบจำลอง, θ คือคาพารามิเตอร
ของแบบจำลองที่ตองการจะประมาณ การประมาณคา θ จาก y ดวยหลักการของ ML ทำไดโดยการ
เลือก θ ที่ ทำใหคาฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนมีคาสูงสุด

θ̂ = argmax
θ

f(y|θ) (29)

ซึ่งเปนปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดแบบทั่วไป (unconstrained optimization) โดย f(y|θ) คือ
ฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข (conditional likelihood function) ของ y

สำหรับคา θ หนึ่งๆ โดยถาพิจารณาลอการิทึมของ f(y|θ) แลวเราจะสามารถหาคา θ̂ ไดจากเงื่อนไข
เทากับศูนยของเกรเดียนตของลอการิทึมของ f(y|θ) นั่นคือ

∇θ log f(y|θ) = 0 (30)

เมื่อนำหลักการของ ML มาประยุกตใชกับแบบจำลอง AR จะไดวาฟงกชันความควรจะเปนของแบบ
จำลองคือ
f(y|θ) = f(y|A,Σ) = f(y(p+ 1), y(p+ 2), ..., y(N)|y(1), y(2), ..., y(p), A,Σ)

=
1

(2π)
(N−p)

2

· 1

detΣ
(N−p)

2

· exp−1

2

N∑
t=p+1

(y(t)− AH(t))TΣ−1(y(t)− AH(t))

(31)
เนื่องจาก (31) อยูในรูปของฟงกชันเอกซโพเนนเชียล (exponential function) เรามักจะพิจารณาลอการิทึม
ของ (31) แทน เพื่อใชแกปญหา (29) ไดสะดวกมากขึ้น

log(f(y|A,Σ)) , L(A,Σ)

=
N − p

2
log detΣ−1 − 1

2

N∑
t=p+1

(y(t)− AH(t))TΣ−1(y(t)− AH(t))
(32)

เทอมสุดทายใน (32) สามารถเขียนใหมไดเปนดังนี้
L(A,Σ) = N − p

2
log detΣ−1 − 1

2
∥L(Y − AH)∥2F (33)

โดยที่ L เปนฟงกชันของ Σ−1 ดวยความสัมพันธ LTL = Σ−1

Y =
[
y(p+ 1) y(p+ 2) · · · y(N)

]
n×(N−p)

,

H =


1 1 · · · 1

y(p) y(p+ 1) · · · y(N − 1)
y(p− 1) y(p) · · · y(N − 2)

... ... ...
y(1) y(2) · · · y(N − p)


(np+1)×(N−p)
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จากนั้นสามารถหาคาประมาณของ A และ Σ ไดโดยการหาคาสูงสุดของ L(A,Σ) จะเห็นวาปญหา
(29) จะเทียบเทากับปญหากำลังสองนอยสุด (least-square) (เหตุผลจะแสดงผานการคำนวณดานลาง)
ซึ่งเปนปญหาการหาคาที่เหมาะสมที่สุดแบบทั่วไป (unconstrained optimization) จะไดวาผลเฉลย
ตองสอดคลองกับเงื่อนไข (30) ดังนั้น สำหรับการหาคาสูงสุดของ L(A,Σ) จึงตองหา A และ Σ ที่ทำให
เกรเดียนตของลอการิทึมของฟงกชันความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไขของ y เทียบกับ A และ Σ−1 เทากับ
ศูนยตามลำดับ

∇AL(A,Σ) = 0 และ ∇Σ−1L(A,Σ) = 0

พิจารณา ∇AL(A,Σ) = 0 โดยที่ LTL = Σ−1

∇AL(A,Σ) =
∂

∂A
∥L(Y − AH)∥2F

=
∂

∂A
tr[(L(Y − AH))T (L(Y − AH))]

=
∂

∂A
tr[(Y T −HTAT )Σ−1(Y − AH)]

=
∂

∂A
tr[Y TΣ−1Y − Y TΣ−1AH −HTATΣ−1Y +HTATΣ−1AH]

=
∂

∂A
[tr(Y TΣ−1Y )− tr(Y TΣ−1AH)− tr(HTATΣ−1Y ) + tr(HTATΣ−1AH)]

ดังนั้น
∂

∂A
[tr(Y TΣ−1Y )− tr(Y TΣ−1AH)− tr(HTATΣ−1Y ) + tr(HTATΣ−1AH)] = 0

0 +
∂

∂A
[−tr(AHY TΣ−1)− tr(Σ−1Y HTAT ) + tr(HTATΣ−1AH)] = 0

−(HY TΣ−1)T − Σ−1Y HT + Σ−1AHHT + Σ−TAHHT = 0

2Σ−1AHHT − 2Σ−1Y HT = 0

จะได
A = Y HT (HHT )−1 (34)

จากการคำนวณขางตนจะเห็นวาพจน Σ ไมมีผลตอการคำนวณหาคา A ที่ทำใหคา L(A,Σ) มีคาสูงสุด
ตาม (34) จึงสอดคลองกับ Â ที่เปนคำตอบของ

Â = argmin
A

∥Y − AH∥2F (35)

เนื่องจากเงื่อนไขเทากับศูนยของเกรเดียนของ (35) จะออกมาเปนสมการเดียวกันกับ (34)
พิจารณา ∇Σ−1L(A,Σ) = 0

∂L(A,Σ)
∂Σ−1

=
N − p

2
Σ− 1

2

N∑
t=p+1

(y(t)− AH(t))(y(t)− AH(t))T = 0
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จะได
Σ =

1

N − p

N∑
t=p+1

(y(t)− AH(t))(y(t)− AH(t))T

ดังนั้นเราจะไดผลเฉลย A,Σ ในรูปแบบปด (closed-form) คือ

Â = Y HT (HHT )−1 (36)

Σ̂ =
1

N − p

N∑
t=p+1

(y(t)− ÂH(t))(y(t)− ÂH(t))T (37)

โดยจะสามารถคำนวณคา Σ̂ ไดเมื่อรูคา Â แลว
เนื่องจากแบบจำลอง AR สามารถพิจารณาในรูปแบบสมการที่มีพารามิเตอรเปนเวกเตอรไดดัง (8)

ดังนั้นลอการิทึมของ (31) จะเปลี่ยนเปน
L(A,Σ) = N − p

2
log detΣ−1 − 1

2

N∑
t=p+1

(y(t)− H̄(t)θ)TΣ−1(y(t)− H̄(t)θ)

=
N − p

2
log detΣ−1 − 1

2
∥L(Fθ − z)∥22

(38)

เมื่อ F =
[
H̄T (p+ 1) H̄T (p+ 2) · · · H̄T (N)

]T , z =
[
yT (p+ 1) yT (p+ 2) · · · yT (N)

]T
6.2 คา BIC ของการประมาณแบบจำลอง AR

หัวขอนี้จะอธิบายการหาคา BIC ของแบบจำลอง AR เมื่อรูคา Â, Σ̂ โดย Σ̂ มีรูปแบบตาม (37) จาก
BIC = −2L+ d logN

และจาก (33) L(A,Σ) = N−p
2

log detΣ−1 − 1
2
∥L(Y − AH)∥2F จะได

−2L = (N − p) log detΣ + ∥L(Y − AH)∥2F

พิจารณา ∥L(Y − AH)∥2F เมื่อแทนคา A = Â และ Σ = Σ̂ จะได
∥L(Y − AH)∥2F = tr[(L(Y − AH))T (L(Y − AH))]

= tr[(Y − ÂH)TLTL(Y − ÂH)]

= tr[(Y − ÂH)(Y − ÂH)TLTL]

= tr[(Y − ÂH)(Y − ÂH)T Σ̂−1]

= tr

[
N∑

t=p+1

(y(t)− ÂH(t))(y(t)− ÂH(t))T Σ̂−1

]

= tr[(N − p)Σ̂Σ̂−1]

= tr[(N − p)In]

= n(N − p)
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ดังนั้น จะไดวา
BIC = (N − p) log det Σ̂ + n(N − p) + d logN

เนื่องจากคา BIC เปนคาที่ใชในการเปรียบเทียบ เมื่อเปลี่ยนคาระดับนัยสำคัญไปแตละคาจะสงผลให Σ
และ d เปลี่ยนไป (d คือจำนวนพารามิเตอรที่ตองการประมาณคา) ดังนั้นจะได

BIC = log det Σ̂ +
d logN

N − p

6.3 การประมาณแบบ ML และ LS ของแบบจำลอง AR เมื่อรวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวาง
เหตุและผล

การประมาณแบบจำลอง AR แบบไมมีเงื่อนไขใดๆ เราจะใช ML ซึ่งสมมูลกับ LS แตพอเรารวมเงื่อนไข
ความสัมพันธระหวางเหตุและผลแลวนั้น เราเลือกที่จะใชฟงกชันจุดประสงคเปนแบบ LS แทน เพราะ
จะสามารถแกหาผลเฉลยไดงายกวา ซึ่งจะแสดงใหเห็นวารูปแบบของปญหาที่เปนแบบ ML และ LS ที่
รวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผลนั้นจริงๆ แลวเปนปญหาที่ตางกัน

พิจารณาลอการิทึมของฟงกชันความควรจะเปนของแบบจำลอง AR

L(A,Σ) = N − p

2
log detΣ−1 − 1

2
tr[(Y − AH)TΣ−1(Y − AH)]

กำหนดให

f(A,Σ) = −L(A,Σ) = −N − p

2
log detΣ−1 +

1

2
tr[(Y − AH)TΣ−1(Y − AH)]

ให Â คือคาประมาณของพารามิเตอร A และ Σ̂ ถูกนิยามคือ

Σ̂ =
1

N − p
(Y − ÂH)(Y − ÂH)T

ดังนั้นจะได
L(Â, Σ̂) = N − p

2
log det Σ̂−1 − 1

2
tr[(Y − ÂH)(Y − ÂH)TΣ−1]

=
N − p

2
log det Σ̂−1 − 1

2
tr[(N − p)I]

เนื่องจากพจนที่สองของ L(Â, Σ̂) เปนคาคงที่ ดังนั้นจะไดวา L(Â, Σ̂) มีคาขึ้นอยูกับ Σ̂ ซึ่งขึ้นอยูกับ Â

อยางเปนนัย
พิจารณาเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล (Ak)ij = 0, k = 1, 2, . . . , p , (i, j) ∈ I ซึ่ง

สามารถเขียนไดในรูป
P (A) = 0
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เมื่อ P : Rn×np → Rn×np คือเมทริกซการแปลงที่ขึ้นอยูกับคูอันดับใน I ⊂ {1, 2, . . . , n}×{1, 2, . . . , n}

ตัวอยางเชน I = (1, 2), (2, 3) , n = 3, p = 2 จะได

A =
[
A1 | A2

]
P (A) =

0 (A1)12 0 | 0 (A2)12 0
0 0 (A1)23 | 0 0 (A2)23
0 0 0 | 0 0 0


เมื่อ 0 คือตำแหนงที่เทากับศูนย และ X คือตำแหนงที่ไมเทากับศูนย และกำหนดให Q = I −P จะได

A = P (A) +Q(A)

พิจารณาปญหาการประมาณแบบ ML เมื่อรวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

minimize − N − p

2
log detΣ−1 +

1

2
tr[(Y − AH)TΣ−1(Y − AH)]

subject to P (A) = 0

(39)

และปญหาการประมาณแบบ LS เมื่อรวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

minimize 1

2
tr[(Y − AH)T (Y − AH)]

subject to P (A) = 0

(40)

เราตองการจะทราบวาปญหา (39) กับ (40) สมมูลกันหรือไม
เนื่องจาก A = P (A)+Q(A) ดังนั้นเมื่อแทนคา P (A) = 0 ใน A บนปญหา (39) และ (40) ปญหา

ทั้งสองจะลดรูปเปนปญหาที่ไมมีขอกำหนดใดๆ

minimize − N − p

2
log detΣ−1 +

1

2
tr[(Y −Q(A)H)TΣ−1(Y −Q(A)H)] (41)

และ
minimize 1

2
tr[(Y −Q(A)H)T (Y −Q(A)H)] (42)

ดังนั้นเราจะสามารถหาคำตอบไดจากเงื่อนไขเทากับศูนยของเกรเดียน ดังนี้
พิจารณาเงื่อนไขเทากับศูนยของเกรเดียนของปญหา (41) เทียบกับ A จะได

∂

∂A
tr[(Y −Q(A)H)TΣ−1(Y −Q(A)H)] = Q

(
Σ−1(Y −Q(A)H)HT

)
= 0 (43)

และ เงื่อนไขเทากับศูนยของเกรเดียนของปญหา (41) เทียบกับ Σ−1

∂

∂Σ−1
tr[(Y −Q(A)H)TΣ−1(Y −Q(A)H)] = −(N − p)

2
Σ+

1

2
(Y −Q(A)H)(Y −Q(A)H)T = 0
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จะได
Σ =

1

(N − p)
(Y −Q(A)H)(Y −Q(A)H)T (44)

แทนคา (44) ใน (43) จะได

Q
(
(N − p)

[
(Y −Q(A)H)(Y −Q(A)H)T

]−1
(Y −Q(A)H)HT

)
= 0 (45)

ซึ่งเปนสมการไมเชิงเสนใน A

พิจารณาเงื่อนไขเทากับศูนยของเกรเดียนของปญหา (42) เทียบกับ A

∂

∂A
tr[(Y −Q(A)H)T (Y −Q(A)H)] = Q

(
(Y −Q(A)H)HT

)
= 0 (46)

จะได
Q(Y ) = Q

(
Q(A)HHT

)
ซึ่งเปนสมการเชิงเสน จะเห็นไดวาเงื่อนไข (45) และ (46) นั้นตางกัน ดังนั้นปญหา (39) กับ (40) ไม
สมมูลกัน แตเนื่องจากปญหา (40) จะเปนรูปแบบที่สามารถคำนวณไดงายกวา เราจึงเลือกใชปญหาการ
ประมาณแบบ LS มาใชเมื่อตองการรวมเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล ในการประมาณพารามิเตอร
ของแบบจำลอง
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6.4 MATLAB codes

ใช genar.m ในการสรางขอมูลแบบจำลองถดถอยตัวเองขึ้นมาในการทดลองที่ 3.2, 3.3 และ 3.4
1 % g e n a r ( n , p , N , d ) g e n e r a t e s o r d e r − p A R m o d e l s p a r s e

p a r a m e t e r A i , i = 1 ,
2 % 2 , . . . , p , w i t h d e n s i t y d a n d s i m u l a t e s N d a t a

v e c t o r s f r o m t h e g e n e r a t e d
3 % m o d e l .
4 % I n i t i a l p d a t a v e c t o r s a r e r a n d o m l y g e n e r a t e d a n d

t h e d a t a i s c o r r u p t e d b y
5 % n o i s e o f v a r i a n c e v a r n .
6 % A s s u m e t h a t a l l t h e m o d e l p a r a m e t e r s A i , i = 1 , 2 ,

. . . , p , s h a r e t h e s a m e
7 % s p a r s i t y p a t t e r n .
8
9 f u n c t i o n [ Y , A , H ] = g e n a r ( n , p , N , d , v a r n )

10
11 Y = z e r o s ( n , N− p ) ;
12 A = z e r o s ( n , n , p ) ;
13 H = z e r o s ( n * p , N− p ) ;
14
15 % c r e a t e s p a r s i t y p a t t e r n w i t h n o n z e r o d i a g o n a l

e l e m e n t s
16 s p p a t = s p r a n d n ( n , n , d ) | s p e y e ( n ) ;
17
18 s d A = s q r t ( 0 . 0 1 ) ; % v a r i a n c e o f n o r m a l l y

d i s t r i b u t e d p a r a m e t e r
19
20 % g e n e r a t e p a r a m e t e r s
21 f o r i = 1 : p
22 A ( : , : , i ) = s d A * s p r a n d n ( s p p a t ) ;
23 e n d
24
25 % c h e c k m o d e l s t a b i l i t y
26 c om p = [ s p e y e ( n * ( p − 1 ) ) , s p a r s e ( n * ( p − 1 ) , n ) ] ; %

c o m p l e m e n t a r y
27 I T E R = 0 ;
28 w h i l e ( a b s ( e i g s ( [ A ( : , : ) ; c om p ] , 1 ) ) >= 1 ) & & ( I T E R

< 1 0 0 0 )
29 f o r i = 1 : p
30 A ( : , : , i ) = s d A * s p r a n d n ( s p p a t ) ;
31 e n d
32 I T E R = I T E R + 1 ;
33 e n d
34 i f I T E R = = 1 0 0 0
35 f p r i n t f ( ’ E R R O R \ n ’ )
36 r e t u r n
37 e n d
38
39 % g e n e r a t e d a t a
40 H ( : , 1 ) = r a n d n ( n * p , 1 ) ; % i n i t i a l i z e p d a t a

v e c t o r s
41
42 s d n = s q r t ( v a r n ) ;
43 f o r j = 2 : ( N− p )
44 y n e x t = A ( : , : ) * H ( : , j − 1 ) + s d n . * r a n d n ( n , 1 ) ;
45 H ( : , j ) = [ y n e x t ; H ( 1 : n * ( p − 1 ) , j − 1 ) ] ;
46 e n d
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47 Y = [ H ( 1 : n , 2 : ( N− p ) ) , y n e x t ] ;
Listing 1: genar.m

ใช Compute_Aest_Avar.m ในการคำนวณคาของ Â, Σ̂ และ Âvar(θ̂)

1 % ML E s t i m a t i o n o f A R m o d e l a n d c o m p u t e t h e
p a r a m e t e r f o r W a l d t e s t

2 % I N P U T :
3 % Y a n d H i s a d a t a o f t h e A R m o d e l
4
5 % OU T P U T :
6 % A e s t i s m o d e l p a r a m e t e r t h a t e s t i m a t e d b y ML

e s t i m a t i o n
7 % A v a r i s p a r a m e t e r t h e W a l d t e s t
8
9 f u n c t i o n [ A e s t , A v a r ] = C o m p u t e _ A e s t _ A v a r ( Y , H )

10 n = s i z e ( Y , 1 ) ;
11 p = s i z e ( H , 1 ) / n ;
12 N = s i z e ( H , 2 ) + p ;
13 A e s t = Y * H ’ / ( H * H ’ ) ;
14 S i g m a = 0 ;
15 f o r t = 1 : N− p
16 S i g m a = S i g m a + ( Y ( : , t ) − A e s t * H ( : , t ) ) * ( Y ( : , t ) − A e s t * H

( : , t ) ) ’ ;
17 e n d
18 S i g m a h a t = S i g m a / ( N− p ) ;
19 c l e a r S i g m a
20 % %−−− G e n e r a t e n e w p a r a m e t e r f o r W a l d t e s t − − − ;
21 s um = 0 ;
22 f o r j = 1 : N− p
23 y b a r = [ ] ;
24 H b a r = [ ] ;
25 f o r a = 1 : n
26 f o r i = a : n : n * p
27 y b a r = [ y b a r H ( i , j ) ] ;
28 e n d
29 e n d
30 f o r i = 0 : n −1
31 H b a r = [ H b a r ; [ z e r o s ( 1 , i * n * p ) y b a r z e r o s ( 1 , n * p

* ( n − i − 1 ) ) ] ] ;
32 e n d
33 s um = s um + H b a r ’ / ( S i g m a h a t ) * H b a r ;
34 e n d
35 A v a r = e y e ( n * n * p ) \ ( s um ) ;
36 c l e a r s um ;

Listing 2: Compute_Aest_Avar.m

ใข funcwaldtest.m ในการทำ Wald test เพื่อหารูปแบบโครงสรางของศูนยของพารามิเตอรของแบบ
จำลองถดถอยตัวเอง

1 % W a l d t e s t f o r A R m o d e l w i t h
2 % I N P U T :
3 % n i s t h e d i m e n t i o n o f t h e m o d e l o u t p u t
4 % p i s t h e l a g − o r d e r o f t h e m o d e l
5 % A e s t i s t h e e s t i m a t e d m o d e l p a r a m e t e r w i t h s i z e n −

b y − n p
6 % A v a r i s a c o n s i s t e n t e s t i m a t e o f t h e a s y m p t o t i c

c o v a r i a n c e m a t r i x o f A e s t
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7 % a l p h a i s a s i g n i f i c a n c e l e v e l o f t h e t e s t
8
9 % OU T P U T :

10 % s h o w z e r o s t r u c t u r e o f e s t i m a t e d m o d e l p a r a m e t e r
11
12 f u n c t i o n [ W ] = f u n c W a l d T e s t ( n , p , A e s t , A v a r , a l p h a )
13
14 A h a t t = r e s h a p e ( A e s t , n , n , p ) ;
15
16 t h e t a = z e r o s ( n * n * p , 1 ) ; % p a r a m e t e r f o r t e s t i n g i n

W a l d t e s t
17 num = 1 ;
18 f o r i = 1 : n
19 f o r j = 1 : n
20 f o r k = 1 : p
21 t h e t a ( num ) = A h a t t ( i , j , k ) ;
22 num = num + 1 ;
23 e n d
24 e n d
25 e n d
26 c l e a r num A h a t
27
28 c = c h i 2 i n v ( 1 − a l p h a , p ) ; % a c r i c i c a l v a l u e
29 W= o n e s ( n , n ) * ( c + 1 ) ;
30 c o u n t = 1 ;
31 f o r i = 1 : n
32 f o r j = 1 : n
33 i f i ~ = j
34 r = t h e t a ( ( i − 1 ) * n * p + ( j − 1 ) * p + 1 : ( i − 1 ) * n * p + j *

p ) ;
35 W ( i , j ) = r ’ * ( A v a r ( ( i − 1 ) * n * p + ( j − 1 ) * p + 1 : ( i

− 1 ) * n * p + j * p , . . .
36 ( i − 1 ) * n * p + ( j − 1 ) * p + 1 : ( i − 1 ) * n * p + j * p ) \ r

) ; % W a l d s t a t i s t i c v a l u e
37 e n d
38 c o u n t = c o u n t + 1 ;
39 e n d
40 e n d
41 W=W> c ;
42 f i g u r e ;
43 s p y ( W ( : , : ) ) ; t i t l e ( ’ Z e r o s t r u c t u r e o f t h e m o d e l

p a r a m e t e r ’ ) ;
Listing 3: funcwaldtest.m

ใช Parameter.m ในการหา F และ z สำหรับปญหา (10)
1 % f i n d p a r a m e t e r Y , H f o r A R m o d e l a n d F , z f o r v e c t o r

f o r m
2 % I N P U T :
3
4 % y i s a m a t r i x w h i c h c o n t a i n t i m e s e r i e s d a t a f o r

a l l N t i m e p o i n t s
5 % m a t r i x y h a s s i z e n − b y −N , c o l u m n i o f y i s a t i m e

s e r i e s d a t a a t t i m e i
6
7 f u n c t i o n [ Y , H , F , z ] = P a r a m e t e r ( y , p )
8 a = s i z e ( y ) ;
9 n = a ( 1 ) ;

10 N = a ( 2 ) ;
11 Y = y ( : , p + 1 : N ) ;
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12 H = [ ] ;
13 f o r i = 1 : p
14 H = [ H ; y ( : , i : N− p + i − 1 ) ] ;
15 e n d
16 F = [ ] ;
17 f o r j = 1 : N− p
18 y b a r = [ ] ;
19 H b a r = [ ] ;
20 f o r a = 1 : n
21 f o r i = a : n : n * p
22 y b a r = [ y b a r H ( i , j ) ] ;
23 e n d
24 e n d
25 f o r i = 0 : n −1
26 H b a r = [ H b a r ; [ z e r o s ( 1 , i * n * p ) y b a r z e r o s ( 1 , n * p

* ( n − i − 1 ) ) ] ] ;
27 e n d
28 F = [ F ; H b a r ] ;
29 e n d
30 z = r e s h a p e ( Y , n * ( N− p ) , 1 ) ;

Listing 4: Parameter.m

ใช Granger_cons.m ในการประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองถดถอยตัวเองที่สอดคลองกับเงื่อนไข
ความสัมพันธระหวางเหตุและผล

1 % E s t i m a t i o n o f A R m o d e l w i t h G r a n g e r c a u s a l i t y
c o n s t r a i n t s

2 % I N P U T :
3 % F , z i s a d a t a o f t h e A R m o d e l w h i c h i s e x p l a i n e d

i n p r o b l e m ( 1 0 )
4 % W i s a b i n a r y m a t r i x t h a t c a n t a i n a z e r o p a t t e r n

o f A R m o d e l p a r a m e t e r s
5 % o r t h e G r a n g e r c a u s a l i t y c o n s t r a i n t s
6
7 % OU T P U T :
8 % t h e t a i s e s t i m a t e d m o d e l p a r a m e t e r w i t h G r a n g e r

c a u s a l i t y c o n s t r a i n t s
9 % i n p r o b l e m ( 1 4 )

10
11 f u n c t i o n [ t h e t a ] = G r a n g e r _ c o n s ( F , z , W )
12 [ r o w c o l ] = f i n d ( W ’ = = 0 ) ;
13 F b a r = F ;
14 f o r c = 1 : l e n g t h ( r o w )
15 i = c o l ( c ) ;
16 j = r o w ( c ) ;
17 a = s i z e ( F b a r ) ;
18 F b a r = [ F b a r ( : , 1 : ( i − 1 ) * n * p + ( j − 1 ) * p − ( c − 1 ) * p ) F b a r

( : , ( i − 1 ) * n * p + j * p + 1 − ( c − 1 ) * p : a ( 2 ) ) ] ;
19 e n d
20 T = ( ( F b a r ’ * F b a r ) \ F b a r ’ ) * z ;
21 t h e t a = o n e s ( n * n * p , 1 ) ;
22 c = 1 ;
23 c c = 0 ;
24 t = 1 ;
25 f o r m = 1 : n * n * p
26 i = c o l ( c ) ;
27 j = r o w ( c ) ;
28 i f ( i − 1 ) * n * p + ( j − 1 ) * p + 1 < = m && m < = ( i − 1 ) * n * p + j * p
29 t h e t a ( m ) = 0 ;
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30 c c = c c + 1 ;
31 i f c c = = 4
32 c = c + 1 ;
33 c c = 0 ;
34 i f c > l e n g t h ( r o w )
35 c = 1 ;
36 e n d
37 e n d
38 e l s e
39 t h e t a ( m ) = T ( t ) ;
40 t = t + 1 ;
41 e n d
42 e n d

Listing 5: Granger_cons.m

ใช ThetaToA.m ในการแปลง θ ไปอยูในรูป A

1 % T o t r a n s f r o m t h e t a t o A
2
3 f u n c t i o n [ A ] = T h e t a T o A ( t h e t a , n , p )
4 A = z e r o s ( n , n , p )
5 c = 1 ;
6 f o r i = 1 : n
7 f o r j = 1 : n
8 f o r k = 1 : p
9 A ( i , j , k ) = t h e t a ( c )

10 c = c + 1 ;
11 e n d
12 e n d
13 e n d

Listing 6: ThetaToA.m

ใช CVX_granger_stability.m ในการประมาณพารามิเตอรของแบบจำลองถดถอยตัวเองที่มีเสถียรภาพ
และสอดคลองกับเงื่อนไขความสัมพันธระหวางเหตุและผล

1 % E s t i m a t i o n o f A R m o d e l w i t h G r a n g e r c a u s a l i t y a n d
S t a b i l i t y c o n s t r a i n t s

2 % I N P U T :
3 % Y a n d H i s a d a t a o f t h e A R m o d e l w h i c h i s

e x p l a i n e d i n p r o b l e m ( 4 )
4 % W i s a b i n a r y m a t r i x t h a t c a n t a i n a z e r o p a t t e r n

o f A R m o d e l p a r a m e t e r s o r t h e
5 % G r a n g e r c a u s a l i t y c o n s t r a i n t s
6
7 % OU T P U T :
8 % A g s i s e s t i m a t e d m o d e l p a r a m e t e r w i t h G r a n g e r

c a u s a l i t y a n d
9 % S t a b i l i t y c o n s t r a i n t s

10
11 f u n c t i o n [ A g s ] = C V X _ g r a n g e r _ s t a b i l i t y ( Y , H , W )
12 n = s i z e ( Y , 1 ) ;
13 p = s i z e ( H , 1 ) / n ;
14 c v x _ p r e c i s i o n b e s t
15 c v x _ b e g i n s d p
16 v a r i a b l e A A ( n , n * p )
17 v a r i a b l e A 2 ( n * p , n * p )
18 m i n i m i z e n o r m ( Y − A A * H , ’ f r o ’ ) ;
19 s u b j e c t t o
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20 f o r a = 0 : p −1
21 A A ( f i n d ( W = = 0 ) + n * n * a ) = = 0 ; % G r a n g e r

c a u s a l i t y c o n s t r a i n t s
22 e n d
23 A 2 = = [ A A ; e y e ( n * ( p − 1 ) ) z e r o s ( n * ( p − 1 ) , n ) ] ;
24 n o r m ( A 2 , I n f ) <= 1 ; % S t a b i l i t y c o n s t r a i n t s
25 c v x _ e n d
26 A g s = f u l l ( A A ) ;

Listing 7: CVX_granger_stability.m
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