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บทคัดยอ
แบบจำลองเชิงเสนหนึ่งที่นิยมใชในการอธิบายความสัมพันธของสวนตางๆในสมองจากขอมูลสมอง fMRI คือแบบจำลองถดถอย

ตัวเอง (แบบจำลอง AR) แตแบบจำลองดังกลาวนั้นไมมีพจนที่อธิบายพลวัตของสมองอันเนื่องมาจากสัญญาณภายนอก ในขณะ
ที่ขอมูล fMRI สวนใหญนั้นอาจไดมาจากการทดลองที่มีการกระตุนดวยสิ่งเราภายนอก โครงงานนี้จึงพิจารณาการใชแบบจำลอง
ถดถอยตัวเองที่มีสัญญาณขาเขาภายนอก (ARX) เพราะมีสมมุติฐานวาเมื่อเพิ่มพจนของสัญญาณขาเขา การประมาณแบบจำลอง
จะสามารถทำไดดีขึ้น โครงงานนี้ไดนำเสนอรูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง ARXที่สามารถบงชี้ความสัมพันธของสวนตางๆ
ในสมองโดยยึดหลักความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอร การหารูปแบบเกรนเจอรในแบบจำลอง ARX ทำไดโดยการเพิ่มฟงกชัน
ลงโทษแบบ ℓ1 เขาไปในปญหาการประมาณดวยวิธีกำลังสองต่ำสุดจึงทำใหปญหาดังกลาวอยูในรูปคอนเวกซที่หาอนุพันธไมได โครง
งานนี้จึงประยุกตใชขั้นตอนเชิงเลขวิธี Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) ในการแกปญหานี้เพื่อลดขั้น
ตอนในการคำนวณและพื้นที่ในการเก็บขอมูล ผลการทดลองเปรียบเทียบแบบจำลองทั้ง 2 แบบ พบวาการเลือกใชแบบจำลองเหมาะ
สมกวาในแงของการหารูปแบบเกรนเจอรและความผิดพลาดของพารามิเตอรในแบบจำลอง หากขอมูล fMRI ที่ใชนั้นมาจากการ
ทดลองที่มีการกระตุนจากสิ่งเราภายนอกควรเลือกใชแบบจำลอง ARX มากกวาแบบจำลอง AR

คำสำคัญ: fMRI, ความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอร, แบบจำลอง ARX, ADMM, การหาคาเหมาะสุดแบบคอนเวกซ
Abstract

A linear model which is popular to explain about relationships between any parts in a brain is the autore-
gressive model. The AR model does not have any terms to explain dynamics of brain form external signal
but most of fMRI experiments have external stimulation. This project considers in the autoregressive with
exogenous input (ARX model) because we have a hypothesis that if we add input terms, a model estima-
tion will be improved. We present problem formulation that shows the relationships between any parts of
the brain and holds Granger causality. This problem is non-smooth convex optimization problem. We use
Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) to reduce a cost computation and memory storage. We
compared the result of estimation model with AR and ARX model. We found that estimation of ARX model
is better than AR model when we compared about the parameter estimation and Granger causality pattern.
We have the conclusion that we should use ARX model rather than AR model to explain a task-fMRI time
series.
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1 บทนำ
เทคโนโลยี functional magnetic resonance imaging (fMRI) เปนเทคโนโลยีที่ใชศึกษากระบวนการทำงานของสมองมนุษย

ที่แสดงออกมาเปนภาพ 3 มิติ หลักการของ fMRI คือการวัดความเขมขนของออกซิเจนในเลือด [2] คาความเขมขนของออกซิเจน
ที่วัดออกมาเรียกวาสัญญาณโบลด (blood-oxygen-level-dependent หรือ BOLD) (รายละเอียดของสัญญาณโบลดจะกลาว
ละเอียดในหัวขอ 3.2) ภาพที่ไดจาก fMRI อธิบายดวยจุดของภาพ fMRI ที่เรียกวาวอกเซล (voxel) สัญญาณโบลดในแตละวอก
เซลแสดงออกมาเปนตัวเลขสามารถใชอธิบายระดับออกซิเจนในเลือดของแตละตำแหนงในสมองได

แบบจำลองถดถอยตัวเอง (Autoregressive model หรือแบบจำลอง AR) เปนหนึ่งในแบบจำลองที่ใชในการอธิบายขอมูล
fMRI [5] โดยใชขอมูลสัญญาณขาออกในอดีตเพื่อที่จะทำนายคาสัญญาณขาออกในปจจุบันแสดงดังสมการ (1)

y(t) = A1y(t− 1) + A2y(t− 2) + . . .+ Apy(t− p) + e(t) (1)

เมื่อ y คือสัญญาณขาออก, e คือสัญญาณรบกวน, Ak เปนเมทริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางสัญญาณขาออกในปจจุบันกับ
สัญญาณขาออกในอดีต ขอดีของการเลือกใชแบบจำลอง AR คือ แบบจำลองเปนแบบจำลองเชิงเสนงายตอการทำความเขาใจ ขอ
เสียของการเลือกใชแบบจำลอง AR คือ แบบจำลองไมสามารถอธิบายการกระตุนจากสิ่งเราภายนอกได แตการทดลอง fMRI โดย
ทั่วไปมีการกระตุนจากภายนอก เชน การทดลองของ Friston และคณะ [6] มีการกระตุนดวยการเห็นภาพและการขยับ เพื่อหา
ลักษณะของสัญญาณโบลดโดยใชแบบจำลองที่เปนแบบจำลองปริภูมิสถานะ (state space model) ดังนั้นแบบจำลองที่อธิบาย
ขอมูล fMRI ควรจะนำสัญญาณขาเขารวมเขาไปในแบบจำลองดวย โครงงานนี้ตองการศึกษาการนำสัญญาณขาเขารวมเขาไปใน
แบบจำลอง AR จึงไดปรับปรุงแบบจำลอง AR เปนแบบจำลองถดถอยตัวเองที่มีสัญญาณเขาภายนอก (Autoregressive with Ex-
ogenous input model หรือแบบจำลอง ARX) แบบจำลอง ARX มีพจนของสัญญาณขาเขาเพิ่มเขาไปในแบบจำลองดังสมการ
(2)

y(t) = A1y(t− 1) + . . .+ Apy(t− p) +B1u(t− 1) + . . .+Bqu(t− q) + e(t) (2)
เมื่อ y คือสัญญาณขาออก, u คือสัญญาณขาเขา, e คือสัญญาณรบกวน, Ak เปนเมทริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางสัญญาณ
ขาออก ณ ปจจุบันกับในอดีต,Bk เปนเมทริกซที่แสดงความสัมพันธระหวางสัญญาณขาออกในปจจุบันกับสัญญาณขาเขาในอดีต

การศึกษาความเชื่อมโยงของสมองแตละวอกเซลมีความสัมพันธกันอยางไร วิธีการหนึ่งคือการวิเคราะหผานคาพารามิเตอรใน
แบบจำลองที่ใชอธิบายขอมูลสมอง ซึ่งวิธีการประมาณคาพารามิเตอรเหลานั้นก็มีหลายวิธีการ วิธีการหนึ่งที่นิยมใชคือการประมาณ
คาแบบกำลังสองต่ำสุด (least squares estimation) เพราะไมซับซอนและไมจำเปนตองใชขอมูลของสัญญาณรบกวน สภาพ
การเชื่อมโยงของสมองไมจำเปนวาทุกสวนของสมองตองมีความสัมพันธกันทั้งหมด วอกเซลหนึ่งอาจจะไมสงผลกับอีกวอกเซลหนึ่ง
ได สำหรับแบบจำลอง AR (1) การที่วอกเซลที่ j ไมสงผลตอวอกเซลที่ i ก็ตอเมื่อ (Ak)ij = 0 ที่ทุกคา k = 1, 2, . . . , p การ
ประมาณคาพารามิเตอรในแบบจำลองดวยวิธีกำลังสองต่ำสุดจะเกิดเหตุกาณที่ (Ak)ij = 0 ไดยาก ดังนั้น การหารูปแบบของ
(Ak)ij = 0 ตองบังคับใหเกิดโดยการเพิ่มฟงกชันลงโทษแบบนอรม-1 (ℓ1-regularized) ในการประมาณคาแบบกำลังสองต่ำ
สุด

โครงงานนี้เลือกใชแบบจำลอง ARX เพื่อศึกษาผลการกระตุนภายนอกมีผลตอการเชื่อมโยงของสมองอยางไร วิธีการศึกษาประกอบ
ดวย การเลือกลักษณะของแบบจำลอง การประมาณแบบจำลองดวยวิธีกำลังสองต่ำสุด วิเคราะหความซับซอนของแบบจำลองที่
เหมาะสมและวิเคราะหรูปแบบของ (Ak)ij = 0 ดวยการประมาณแบบจำลองดวยวิธีกำลังสองต่ำสุดที่เพิ่มฟงกชันลงโทษแบบ
นอรม-1 รวมทั้งวิเคราะหความถูกตองของแบบจำลอง โครงงานนี้หวังวาแบบจำลอง ARX สามารถใชกับขอมูล fMRI เบื้องบนที่มี
การกระตุนดวยการเห็นภาพและการขยับได

2 ภาพรวมของโครงงาน
วัตถุประสงค
ในโครงงานนี้มีวัตถุประสงคเพื่อ

• เพื่อศึกษาและประยุกตใชแบบจำลองที่เหมาะสมในการเรียนรูความเชื่อมโยงของสมองในสภาวะถูกกระตุนดวยสิ่งเรา

• เพื่อพัฒนาวิธีเชิงเลขในรูปแบบโปรแกรมเพื่อแกปญหาการประมาณคาพารามิเตอรแบบจำลอง ARX
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ขอบเขตของโครงงาน
1. โครงงานนี้จะพิจารณาแบบจำลองที่รวมตัวแปรสัญญาณขาเขาที่ทราบคาในรูปแบบจำลองเชิงเสน

2. โครงงานนี้จะพิจารณาแบบจำลอง ARX และใชการประมาณพารามิเตอรกำลังสองต่ำสุด

3. โครงงานนี้จะทดสอบแบบจำลองที่นำเสนอขึ้นบนขอมูลทั้งสังเคราะหและขอมูลจริง

ผลลัพธที่คาดหวังจากโครงงาน
1. รูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ที่ใชอธิบายการเชื่อมโยงของสมอง

2. ชุดคำสั่งแกปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ผานโปรแกรม MATLAB

ผลลัพธที่ทำได
1. รูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ที่ใชอธิบายการเชื่อมโยงของสมอง

2. ชุดคำสั่งแกปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ผานโปรแกรม MATLAB

3. ทดสอบความถูกตองของรูปแบบปญหาที่ใชในการแกปญหาแบบจำลองกับขอมูลสังเคราะห
รายละเอียดที่ไมสามารถทำตามผลลัพธที่คาดหวังเขียนอยูในหัวขอ 7

3 ขอมูลสมองแบบ fMRI
Functional magnetic resonance imaging (fMRI) เปนภาพสแกนเกิดจากขอมูลจากเครื่อง MRI ซึ่งเปนวิธีหนึ่งที่สามารถ

วัดการทำงานของสมองได ขอมูล fMRI จะแสดงในรูปแบบของสัญญาณโบลด

รูปที่ 1: เครื่อง MRI scanner (ตรวจสุขภาพลึกเขาไป’MRI’เห็นขางในรูทันโรค) [1]

3.1 หลักการทำงานของเครื่อง MRI scanner
รูปที่ 1 แสดงโครงสรางเครื่อง MRI scanner โดยเครื่อง MRI สรางภาพสแกนโดยการจายสนามแมเหล็กหลายความถี่เขาไปใน

คน เมื่อนิวเคลียสของอะตอมในของเหลวของรางกายไดรับสนามแมเหล็กจะเกิดการกำธรขึ้น ทำใหเกิดการรับพลังงานและคายพลังงาน
ออกมา ซึ่งพลังงานที่คายออกมานั้นเปนผลการแปลงฟูเรียรเพราะเครื่อง MRI ใสสนามแมเหล็กในรูปแบบของความถี่ ดังนั้นเมื่อ
นำคาพลังงานที่คายออกมาแปลงผลกลับของการแปลงฟูเรียรจะสามารถสรางภาพสามมิติได ดังแสดงในรูปที่ 2 โดยภาพ fMRI
ประกอบไปดวยวอกเซลหลายวอกเซลรวมกัน วอกเซลเปนเสมือนจุดภาพ (pixel) ที่อยูในรูปภาพสองมิติ แตละวอกเซลจะอยูใน
ลักษณะของกอนปริมาตร ขอมูล fMRI ที่ดีนั้นขนาดวอกเซลควรเล็กที่สุดและคาของความถี่ในการดึงขอมูลควรมีความถี่สูง ซึ่งขึ้น
อยูกับขอจำกัดของเครื่อง MRI
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ขอมูลจากเครื่อง MRI เปนขอมูลที่เกิดจาการประมวลผลทั้งรางกาย แตขอมูลที่ตองใชในการวิเคราะหตองเปนขอมูลที่เกิดจาก
การทำงานของเซลลประสาทในสมองเทานั้น ดังนั้นจำเปนตองแยกเฉพาะสัญญาณของการทำงานในสมองออกมา โดยสมมุติฐาน
วา การใชออกซิเจนในเซลลประสาทสามารถสื่อถึงการทำงานของสมองได โดยสัญญาณนั้นเรียกวาสัญญาณโบลด แลวใชสัญญาณ
โบลดมาวิเคราะหแทนการวัดทำงานของสมองโดยตรง [2]

รูปที่ 2: การแปลงฟูเรียรเพื่อที่จะไดภาพจากเครื่อง MRI (The Statistical analysis of fMRI data) [2]

3.2 Blood-Oxygen-Level-Dependent (BOLD) signal
สัญญาณโบลดวัดจากความตางของออกซิเจนในเลือดไดจากคุณสมบัติทางแมเหล็กของฮีโมโกลบินในสภาวะที่มีออกซิเจน (oxy-

hemoglobin) และไมมีออกซิเจน (deoxyhemoglobin) [2] มีลักษณะเปน diamagnetic และ paramagnetic ตางกันตาม
ลำดับ ความแตกตางของสัญญาณโบลดในสภาวะที่มีและไมมีออกซิเจนแสดงไดดังรูปที่ 3 คาของสัญญาณ BOLD นั้นมีความสัมพันธ
กับการทำงานของระบบประสาท โดยผาน Hemodynamic response function (HRF) HRF คือฟงกชันถายโอนจากการทำงาน
ของสมองเปนสัญญาณโบลด HRF เปนไมเปนเชิงเสนฟงกชัน ตัวอยางผลตอบสนองของสัญญาณ BOLD ไดแสดงในรูปที่ 4 [2, 7]
สัญญาณโบลดที่ไดมานั้นโดนรบกวนดวยสัญญาณที่เกิดจากกลไกอื่นๆในรางกาย เชน สัญญาณการหายใจ สัญญาณการเตนของ
หัวใจ ในการวิเคราะหการทำงานของสมองจำเปนตองมีการนำสัญญาณรบกวนเหลานั้นออกกอนนำเพื่อใหสัญญาณที่ไดแสดงถึงการ
ทำงานของสมองเทานั้น

รูปที่ 3: ตัวอยางสัญญาณ BOLD ตัวสัญญาณจะอยูในลักษณะคลายผลตอบสนองอิมพัลส ที่มีความสัมพันธระวางการกระตุนกับ
HRF แตวาจะมีชวงแรกของกระตุนที่จะมีคาที่ตกลงไปเล็กนอย [2]
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รูปที่ 4: ความสัมพันธสัญญาณ BOLD กับการทำงานในระบบประสาท (How well do we understand the neural origins
of the fMRI BOLD signal?) [3]

3.3 ประเภทการทดลองของ fMRI
การศึกษาการทำงานของสมองโดยใชขอมูล fMRI มีหลายรูปแบบ ไมวาจะเปนการศึกษาเพื่อเปรียบเทียบระหวางคนปกติกับ

คนที่มีปญหาเกี่ยวกับสมอง เชน Alzheimer Parkinson หรือ Autism การศึกษาเกี่ยวกับผลการตอบสนองตอสิ่งที่กระตุนเชน
การกระตุนดวยการเห็นภาพระหวางคนที่ผูทดลองรูจักและไมรูจัก โดยการทดลอง fMRI สามารถแบงเปน 2 รูปแบบใหญคือ rest-
ing state fMRI และ task fMRI

3.3.1 Resting state
การทดลอง resting state fMRI เปนการออกแบบการทดลองสำหรับการกระตุนที่ไมสามารถแยกออกจากสภาวะปกติไดอยาง

ชัดเจน เปนสิ่งที่เกิดขึ้นเปนกิจวัตรหรือเกิดขึ้นตามปกติเสมอ เชน การเปดปดตา, การพักผอน เปนตน สิ่งที่เกิดขึ้นเหลานี้จะเกิด
ขึ้นหลายอยางพรอมกันทำใหแยกไดยากจึงเรียกภาพรวมวา ”resting state” สวนใหญใชในการศึกษาถึงเกี่ยวของของสวนตางๆ
การทดลองแบบนี้นิยมใชการวิเคราะหสภาพการเชื่อมโยงของสมองในรูปแบบ สภาพเชื่อมโยงสมองเชิงฟงกชัน (อยูในหัวขอ 4)

3.3.2 Task fMRI
task fMRI เปนการทดลอง fMRI ที่มีการกระตุนดวยสิ่งเราที่ชัดเจน โดยหากตองการศึกษาความสอดคลองระหวางชนิดกับผล

การกระตุนภายนอก ควรออกแบบใหมีความสอดคลองกับกิจวัตรประจำวัน การวิเคราะหรูปแบบนี้จะสามารถประมาณแบบจำลอง
ไดไมยาก แตถาตองการออกแบบการทดลองเพื่อที่จะทราบลักษณะของ HRF ตองออกแบบการทดลองใหถูกกระตุนดวยสัญญาณ
ที่มีความไมแนนอนที่มาก เพื่อที่จะเขาใจถึงลักษณะของ HRF ไดเนื่องจากสัญญาณขาเขาที่มีความไมแนนอนมากจะสามารถเรียน
รูโครงสรางของแบบจำลองไดดีกวาแตการประมาณคาพารามิเตอรในแบบจำลองก็ยากตามไปดวยการประมาณคาในแบบจำลอง
และการเรียนรูลักษณะของ HRF เปนสิ่งที่ตองคำนึงถึงในการออกแบบการทดลองเสมอ นักประสาทวิทยาสวนใหญไดออกแบบ
การทดลองเปน 2 รูปแบบหลัก คือ Block design และ event related design [2]

Block design เปนการออกแบบการทดลองโดยการกระตุนที่มีความตอเนื่อง รูปที่ 5 แสดงตัวอยางการทดลองแบบ Block
design ที่มีการกระตุนสองแบบคือ แบบ A และ แบบ B ในการทดลองมีการกระตุนแบบ A และแบบ B สลับไปมาในชวงเวลาที่
เทากัน การกระตุนแตละแบบจะแทนดวยสัญญาณขาเขาแบบ delta function โดยขนาดของ delta function ขึ้นกับผูทดลอง
กำหนด

Event-related design เปนการออกแบบการทดลองที่มีการกระตุนเปนแบบสุมเชิงเวลา รูปที่ 5 แสดงตัวอยางการทดลอง
โดยมีการกระตุนสองแบบคือ A และ B โดยทั้งสองเปนการกระตุนแบบสุมเชิงเวลา การกระตุนแตละแบบจะแทนดวยสัญญาณ
ขาเขาแบบ delta function โดยขนาดของ delta function ขึ้นกับผูทดลองกำหนด ในโครงงานนี้ใชขอมูล fMRI ที่มีการทดลอง
แบบ Event-related จะกลาวละเอียดในหัวขอ 3.4
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รูปที่ 5: การออกแบบการทดลองของ block design และ event-related design block design เปนการออกแบบสัญญาณ
ขาเขาที่มีความตอเนื่องของ delta function และ event-related design ที่การกระจายของ delta function แบบสุม (The
Statistical analysis of fMRI data) [2]

3.4 ตัวอยางขอมูล task-fMRI
ขอมูล fMRI ที่ไดจาก [4] มีรายละเอียดดังนี้ ผูเขารวมการทดลองเปนคนที่ถนัดมือขวา สุขภาพดีและมีอายุอยูในชวง 22-30

ป การทดลองแบงเปน 2 สวน มีชวงเวลาในการทดลองแตสวนคือ 2400 วินาที และมีการสุมตัวอยางทุก 0.1 วินาที รวม 2400
จุดเวลา

การทดลองแบบแรกเรียกวาการทดลองแบบ Visual → Motor (VM) การทดลองนี้มีการกระตุนดวยการเห็นภาพกอนจาก
นั้นใหผูเขารวมการทดลองกดปุม โดยทิศทางการปุมกดตองสอดคลองกับทิศทางของภาพที่ปรากฎ การกระตุนนี้เปนการสุมแบบ
เอกรูป ในชวง 4-16 วินาที

การทดลองแบบที่ 2 เปนการทดลองแบบ Motor → Visual (MV) การทดลองนี้จะคลายกับการทดลองแบบ VM แตเริ่มดวย
การไดยินเสียง เมื่อผูเขารวมการทดลองไดยินเสียงหลังจากนั้นจึงกดปุม โดยถาผูเขารวมทดลองไดยินเสียงที่มีความถี่ 1 KHz ผูเขา
รวมการทดลองตองกดปุมทางซายและเห็นภาพปรากฎทางดานซาย และถาผูเขารวมการทดลองไดยินเสียงที่มีความถี่ 4 KHz ผู
เขารวมการทดลองตองกดปุมทางขวาหลังจากเห็นภาพปรากฎทางดานขวา การกระตุนนี้เปนการสุมแบบเอกรูป ชวงเวลา 4-16
วินาที

คาของสัญญาณขาเขาจากขอมูลดิบถูกกำหนดเปน 0 เมื่อไมมีการกระตุน, เปน 1 เมื่อมีการกระตุนดานซาย และ เปน 2 เมื่อ
มีการกระตุนดานขวา โดยการทดลองแบบ VM สัญญาณขาเขาคือการกระตุนดวยการเห็นภาพ ซึ่งมีการเก็บขอมูลการกระตุนไว
แลว แตการทดลองแบบ MV เปนการกระตุนดวยเสียง ซึ่งไมมีขอมูลจึงมีการสมมุติวาผูเขารวมการทดลองจะกดทันทีที่ไดยินเสียง
แลวใชขอมูลการกดแทน ในการประมาณสภาพการเชื่อมโยงของสมองโดยผานแบบจำลองถดถอยตัวเองแบบมีสัญญาณเขาภายนอก
เราสามารถออกแบบสัญญาณขาเขาของแบบจำลองไดวาจะมีขนาดเปนเทาไหร โดยมีรูปแบบที่ควรเลือกอยู 2 รูปแบบ รูปแบบ
แรกคือ u เปนสเกลาร คา u เปน 0 หมายความวาไมมีการกระตุนภายนอก มีคาเปน 1 เมื่อมีการกระตุนทางดานซายและมีคา
เปน −1 เมื่อมีการกระตุนทางดานขวา การออกแบบการทดลองนี้มีขอดีคือแบบจำลองที่ใชนั้นจะไมมีความซับซอนและเปนรูป
แบบที่งายที่สุดในแบบจำลอง ARX แตแบบจำลองนั้นมีความลำบากในการแยกการกระตุนทางซายและขวาใหผลที่แตกตางกันอยางไร
รูปแบบที่ 2 คือ u เปนเวคเตอร u มีคา

[
0 0

]T เมื่อไมมีสัญญาณกระตุน มีคาเปน
[
1 0

]T เมื่อมีการกระตุนจากทางดาน
ซายและ

[
0 1

]T เมื่อมีการกระตุนจากทางดานขวา จะเห็นวาถาออกแบบวา u เปนเวกเตอรมีขอเสียคือความซับซอนในแบบ
จำลองเพิ่มขึ้น จำนวนของพารามิเตอรในแบบจำลองเพิ่มขึ้น ทำใหการประมาณแบบจำลองนั้นมีความลำบากเพราะขนาดของB
ตองใหญขึ้น แตมีขอดีคือจะสามารถเห็นผลของสัญญาณจากดานขวาและดานซายไดชัดเจนวา การกระตุนแตละแบบสงผลตอวอก
เซลใดบาง
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รูปที่ 6: A:การทดลองแบบ VM, B:การทดลองแบบ MV (fMRI hemodynamics accurately reflects neuronal timing in
the human brain measured by MEG) [4]

4 สภาพเชื่อมโยงของสมองและโครงสรางเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอร
การวิเคราะหสภาพเชื่อมโยงของสมองเปนการวิเคราะหความสัมพันธของสวนตางๆ ในสมอง สามารถแบงไดเปน 3 ประเภท

คือสภาพเชื่อมโยงเชิงโครงสราง (structural connectivity), สภาพเชื่อมโยงเชิงฟงกชัน (functional connectivity) และสภาพ
เชื่อมโยงเชิงประสิทธิภาพ (effective connectivity) [8] ในหัวขอนี้จะอธิบายเพียงการศึกษาจสภาพเชื่อมโยงเชิงฟงกชันและเชิง
ประสิทธิภาพ เนื่องจากสภาพเชื่อมโยงเชิงโครงสรางเปนการวิเคราะหการเชื่อมโยงของเซลลประสาทในสมองเทานั้น [8, 9, 10]
และผลการศึกษาสภาพเชื่อมโยงเชิงโครงสรางพบวาการทำงานของสมองบริเวณที่ใกลกันไมจำเปนตองทำงานพรอมกัน [8, 9]

สภาพเชื่อมโยงสมองเชิงฟงกชันคือการใชคาทางสถิติวิเคราะหการเชื่อมโยงของสมอง [9] เชน คา Cross covariance, คา
Pearson Correlation coefficient, คา Partial Correlation ตัวอยางเชน การใชสภาพเชื่อมโยงเชิงฟงกชันของ Zhang และ
คณะ [11] Zhang และคณะไดวิเคราะหระหวางคนปกติกับผูปวยอัลไซเมอร โดยมีสมมุติฐานวาผูปวยอัลไซเมอร มีความผิดปกติ
ในสวนของสมอง Zhang และคณะสามารถแยกคนปกติกับคนที่เปนอัลไซเมอรไดโดยผานการวิเคราะหสภาพเชื่อมโยงเชิงฟงกชัน
การวิเคราะหผานสภาพเชื่อมโยงสมองเชิงฟงกชันใชได ณ เวลาใดเวลาหนึ่งเทานั้น เมื่อเวลาผานไปผลการวิเคราะหสภาพเชื่อมโยง
เชิงสมองฟงกชันอาจจะเปลี่ยนไปได

สภาพเชื่อมโยงสมองเชิงประสิทธิภาพ เปนการอธิบายการเชื่อมโยงของสมองโดยใชสมการพลวัตและวิเคราะหผานพารามิเตอร
บนแบบจำลองที่เลือกใชอธิบาย ความซับซอนของการวิเคราะหสภาพเชื่อมโยงสมองเชิงประสิทธิภาพขึ้นกับลักษณะแบบจำลองที่
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เลือกใชและวิธีการประมาณคาพารามิเตอรในแบบจำลอง หนึ่งในแบบจำลองที่ใชในการวิเคราะหสภาพเชื่อมโยงสมองเชิงประสิทธิภาพ
คือ Granger Causal Modeling ซึ่งเปนการสรางแบบจำลองที่มีโครงสรางเชิงสาเหตุในแบบจำลองเชิงเสนและมีเงื่อนไขของความ
สัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอร (Granger causality) [8, 12]

Granger Causal Modeling (GCM) เปนการสรางแบบจำลองเชิงเสนจากขอมูลอนุกรมเวลา แบบจำลองที่สรางมีโครงสราง
เชิงสาเหตุ แบบจำลองที่มีโครงสรางเชิงสาเหตุหมายความวาคาของสัญญาณในแบบจำลอง ในปจจุบันขึ้นกับคาของสัญญาณในอดีต
เทานั้น แบบจำลองเชิงเสนที่มีโครงสรางเชิงสาเหตุอยางงายคือแบบจำลอง AR ดังสมการ

y(t) = A1y(t− 1) + A2y(t− 2) + · · ·+ Apy(t− p) + e(t) (3)

Granger Causal Modeling เปนการสรางแบบจำลองเชิงเสนที่ไมไดมีแคมีโครงสรางเชิงสาเหตุเทานั้น แตตองมีเงื่อนไขของความ
สัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรเขาไปดวย ความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรมีแนวคิดอยางงายวา ถาคาของ y มีความสัมพันธ
เชิงสาเหตุกับ x จะไดวาคา y ในอดีตจะชวยในการคำนวณคา x ในปจจุบันได แตถาคา y ไมมีความสัมพันธเชิงสาเหตุกับ x จะ
ไดวาการรูคา y ในอดีตไมมีสวนชวยในหาคา x ในปจจุบัน [12] การประยุกตใชการใหเหตุผลแบบเกรนเจอรเขาไปในแบบจำลอง
ขึ้นกับลักษณะของแบบจำลองวาเปนแบบใด ในโครงงานนี้ไดใชแบบจำลองถดถอยตัวเองแบบมีสัญญาณขาเขาภายนอก จะไดผลลัพธ
วา ถาคาของ yj ไมมีความสัมพันธเชิงสาเหตุแบบเกรนเจอรกับ yi พารามิเตอร (Ak)ij เปนดังสมการ

(Ak)ij = 0, ∀k = 1, 2, . . . , p

การประมาณแบบจำลอง AR ตามสมการ (3) ที่แสดงใหเห็นถึงรูปแบบเกรนเจอร สามารถทำไดโดยใชรูปแบบปญหาที่เพิ่มฟงกชัน
ลงโทษแบบ ℓ1 (สามารถอานไดใน [13])

5 รูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX
แบบจำลองถดถอยตัวเองแบบมีสัญญาณขาเขาภายนอก (Autoregressive model with exogenous inputs หรือแบบ

จำลอง ARX) เปนแบบจำลองทีมีความคลายกับแบบจำลองถดถอยตัวเอง (Autoregressive model หรือแบบจำลอง AR) แต
มีการเพิ่มสวนของสัญญาณขาเขาไปในระบบ โดยโครงงานนี้ใชแบบจำลองแบบ ARX เนื่องจาก

1. แบบจำลอง ARX เปนแบบจำลองเชิงเสนทำใหงายตอการคำนวณ

2. โครงงานนี้มีสมมุติฐานที่วาเมื่อมีการกระตุนภายนอกทำใหแบบจำลองอธิบายพลวัตของสมการไดดีกวา

แบบจำลอง ARX มีสมการทั่วไปวา

y(t) =

p∑
i=1

Aiy(t− i) +
r∑

j=1

Bju(t− j) + υ(t) (4)

โดย y ∈ Rq , u ∈ Rm, Ai ∈ Rq×q , Bj ∈ Rq×m และ v ∈ Rq เมื่อ y คือสัญญาณโบลดในแตละวอกเซล, u คือ
สัญญาณกระตุนภายนอก, v คือสัญญาณรบกวน, p คืออันดับของการถดถอยของตัวเอง, r คืออันดับการถดถอยของสัญญาณขา
เขา

5.1 รูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลองที่ไมมีเงื่อนไขเกรนเจอร
วิธีที่นิยมใชในการประมาณหาแบบจำลองคือวิธีกำลังสองต่ำสุด (least squares estimation) เนื่องจากเปนวิธีที่งายและมี

ผลเฉลยที่ชัดเจน เมื่อประยุกตวิธีกำลังสองต่ำสุดนี้มาใชในการประมาณแบบจำลองแบบจำลอง ARX ปญหานี้สามารถเขียนออก
มาไดวา

minimize
A,B

(1/2)

( N∑
t=p+1

∥∥y(t)− p∑
j=1

Ajy(t− j)−
r∑

j=1

Bju(t− j)
∥∥2

2

)
(5)

10



เมื่อมีขอมูล y(1), y(2), . . . , y(N), u(1), u(2), . . . , u(N) แลวเราจะสามารถจัดรูปใหมไดดังนี้

Y =
[
y(p+ 1) y(p+ 2) y(p+ 3) . . . y(N)

]
A =

[
A1 A2 . . . Ap

]
B =

[
B1 B2 . . . Br

]
H =


y(p) y(p+ 1) y(p+ 2) . . . y(N − 1)

y(p− 1) y(p) y(p+ 1) . . . y(N − 2)
... ... ... . . . ...

y(1) y(2) y(3) . . . y(N − p)



K =


u(p) u(p+ 1) u(p+ 2) . . . u(N − 1)

u(p− 1) u(p) u(p+ 1) . . . u(N − 2)
... ... ... . . . ...

u(p− r + 1) u(p− r + 2) u(p− r + 3) . . . u(N − r)



(6)

ดังนั้นปญหา (5) จัดรูปใหมไดดังนี้

minimize
A,B

(1/2) ∥Y − AH −BK∥2
F (7)

กำหนดให
θ =

[
A B

]
, L =

[
H
K

]
ปญหา (5) สามารถเปลี่ยนเปนปญหา

minimize
θ

(1/2) ∥Y − θL∥2
F (8)

โดยเงื่อนไขที่ทำให (1/2) ∥Y − θL∥2
F ต่ำที่สุดคืออนุพันธอันดับหนึ่งของ (1/2) ∥Y − θL∥2

F มีคาเทากับ 0

d

dθ

(
(1/2) ∥Y − θL∥2

F

)
= −(Y − θL)LT

θ∗ = Y LT (LLT )−1

ปญหา (8) มีเพียงคำตอบเดียวก็ตอเมื่อเมทริกซ L ตองเปนเมทริกซเต็มขั้น (full rank)

5.2 รูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลองที่มีเงื่อนไขเกรนเจอร
รูปแบบปญหา (5) เปนเพียงรูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลองโดยไมสนใจเงื่อนไขของการใหเหตุผลแบบเกรนเจอร ปญหา

การประมาณแบบจำลองที่รวมเงื่อนไขของการใหเหตุผลของเกรนเจอรจะมีลักษณะเหมือนปญหา (5) แตตองเพิ่มเงื่อนไข (Ak)ij =

0,∀k = 1, 2, . . . , p ปญหานี้สามารถเขียนไดวา

minimize
A,B

(1/2)∥Y − AH −BK∥2F
subject to (A1)ij = (A2)ij = · · · = (Ap)ij = 0 (i, j) ∈ J

(9)

J คือเซตของดัชนี (i, j) ของ Ak , ∀k = 1, 2, . . . , p โดยที่ทราบวา yj ไมมีความเกี่ยวของเชิงสาเหตุกับ yi การแกปญหา
(9) สามารถแกดวยการแทนคา (Ak)ij = 0,∀k = 1, 2, . . . , p ในฟงกชันจุดประสงคของปญหา (9) เทานั้นแตการเขียน
คำตอบของรูปแบบปญหา (9) ใหอยูในรูปของผลเฉลยที่ชัดเจน (exact solution) ไดยาก ดังนั้นจึงไดทำการเปลี่ยนรูปแบบการ
คำนวณปญหา (9) โดยการ vectorization เพื่อเปลี่ยนปญหาที่อยูในรูปแบบเมทริกซอยูในรูปแบบปญหาเวกเตอร (สามารถดูราย
ละเอียดไดในภาคผนวก 11.2) โดยจะทำการ vectorization เมทริกซ Y , A, B, H และ K ใหอยูในรูปของเวกเตอร yvec,
G, F , x และ z ปญหา (9) ที่อยูในรูปแบบเวกเตอรสามารถเขียนไดวา

minimize
x,z

(1/2)∥yvec −Gx− Fz∥22
subject to xk = 0 (k ∈ J)

(10)

11



โดย Y
vectorize−−−−→ yvec, (A,B)

vectorize−−−−→ (x, z) และ (H,K)
vectorize−−−−→ (G,F ), J คือเซตของดัชนี k โดยที่ xk =

(Ak)ij สำหรับ (i, j) ∈ J (รายละเอียดการเปลี่ยนรูปปญหา (9) เปน (10) สามารถดูไดในภาคผนวก 11.2) ปญหา (10)
สามารถกำจัดเงื่อนไขของปญหาโดยการแทนคา xk = 0 ในฟงกชันจุดประสงคของปญหา (10) ทำใหปญหา (10) เปลี่ยนรูป
เปน

minimize
x̃,z

(1/2)∥yvec − G̃x̃− Fz∥22 (11)

x̃ คือเวกเตอร x ที่นำ xk ออกสำหรับ k ∈ J , G̃ เปน G ที่นำหลักที่ k ออก ดังนั้นคำตอบของปญหา (11) คือ[
x̃∗

z∗

]
=

[
G̃T G̃ G̃TF

F T G̃ F TF

]−1 [
G̃T

F T

]
yvec

การหาคำตอบของปญหา (9) สามารถหาไดโดยการเรียงคา x̃, z ที่เปนคำตอบของปญหา (11) กลับเปนเมทริกซ ปญหา (11) มี
เงื่อนไขวา

[
G̃ F

]
ตองเปนเมทริกซเต็มขั้น (full rank) เทานั้น ปญหา (11) ถึงมีเพียงคำตอบเดียว

5.3 รูปแบบการประมาณแบบจำลองที่บงชี้ความสัมพันธแบบเกรนเจอร
การประมาณในรูปแบบปญหา (9) ตองรูถึงเงื่อนไขเกรนเจอรในแบบจำลองกอนถึงจะสามารถแกปญหาได แตถาไมทราบถึงเงื่อนไข
เกรนเจอรในแบบจำลอง เราสามารถหารูปแบบของ (Ak)ij = 0 โดยการเพิ่มฟงกชันลงโทษในการประมาณ g(A) เขาไปใน
ฟงกชันจุดประสงคของการประมาณดวยวิธีกำลังสองต่ำสุดเพื่อบังคับใหเกิดรูปแบบของคาศูนย ในการประมาณแบบจำลอง ปญหา
การประมาณที่เพิ่มฟงกชันลงโทษสามารถเขียนเปน

minimize
A,B

(1/2)∥Y − AH −BK∥2F + λg(A)

subject to (A1)ij = (A2)ij = · · · = (Ap)ij = 0 (i, j) ∈ J
(12)

โดย g(A) =
∑

i ̸=j,(i,j)/∈J

∥∥[(A1)ij (A2)ij . . . (Ap)ij
]∥∥2

2
และ λ > 0 คา λ แสดงถึงการถวงน้ำหนักของ

ฟงกชันลงโทษ g(A) กับฟงกชันจุดประสงคของการประมาณดวยวิธีกำลังสองต่ำสุด ถากำหนดคา λ ใหมีคามาก คา g(A) ลด
ลงอยางมากและบังคับใหคา (Ak)ij = 0 ปญหา (12) เปนรูปแบบปญหาที่เรียกวาปญหา Group lasso [14] (สามารถดูราย
ละเอียดไดในภาคผนวก 11.4)

ปญหา (12) ดึงคา (Ak)ij บางคามาแทนคาใน g(A) เทานั้น เมื่อทำการ vectorization ใหเหมือนกับปญหา (10) คา
(Ak)ij จะอยูในเวกเตอร x และการดึงคา (Ak)ij บางคามาใช สามารถเขียนอยูในรูปของการคูณกันระหวางเวกเตอร x คูณ
กันเมทริกซ P เชน x =

[
x1 x2 x3 x4 x5

]T แลวตองการดึงคา
[
x2 x5

]T โดยคูณเมทริกซ P ที่มีคาเปน

P =

[
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

]
Px =

[
x2

x5

]
กำหนดให ∥ · ∥2,1 เปนผลบวกของนอรม-2 ของ block vector เชน ถา v เปน block vector ที่สามารถแบงไดเปน v =
(v1, . . . , vL) แลว

∥v∥2,1 =
L∑
i=1

∥vi∥2

ปญหา (12) สามารถเขียนเปนเขียนใหมอยูในรูปแบบของการหาคาเหมาะสุดในรูปแบบของเวกเตอรไดวา

minimize
x̃,z

(1/2)∥yvec − G̃x̃− Fz∥22 + λ∥Px̃∥2,1 (13)

การหาคาผลเฉลย x̃∗, z∗ ในปญหา (13) มีปญหาเพราะวาฟงกชันจุดประสงคของรูปแบบปญหา (13) ไมสามารถหาอนุพันธได
เพราะฟงกชันจุดประสงคของปญหา (13) มีพจน λ∥Px̃∥2,1 ที่ไมสามารถหาอนุพันธได ดังนั้นจึงตองใชวิธีการหาคาเหมาะสุด
สำหรับฟงกชันที่ไมราบเรียบ เชน Sub-gradient method หรือ Interior-point methods ในการแกปญหานี้ [15] ในโครงงาน
นี้ไดเลือกใชวิธี Alternating Direction Method of Multipliers หรือ ADMM ในการแกปญหาการหาคาเหมาะสุดของปญหา
(13) พรอมบอกเหตุผลที่เลือกในหัวขอ 6
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6 ขั้นตอนเชิงเลขที่ใชแกปญหาการประมาณ
รูปแบบปญหา (13) เปนปญหาการหาคาเหมาะสุดแบบคอนเวกซที่ไมสามารถเขียนอยูในรูปของผลเฉลยที่ชัดเจนได (exact

solution) จึงตองใชขั้นตอนเชิงเลขที่ใชแกปญหา (13) และปญหา (13) เปนปญหาที่ไมสามารถหาอนุพันธไดดังนั้นขั้นตอนเชิง
เลขที่ใชในการแกปญหา (13) ตองใชขั้นตอนชิงเลขสำหรับฟงกชันไมราบเรียบ ในหัวขอนี้จะกลาวถึงขั้นตอนเชิงเลขที่สามารถนำ
มาใชในการแกปญหา (13) ได

Sub-gradient method
Sub-gradient method เปนขั้นตอนวิธีเชิงเลขวิธีหนึ่งที่ใชสำหรับปญหาการหาคาเหมาะสุดในกรณีที่ไมสามารถหาอนุพันธของ
ฟงกชันจุดประสงคได

minimize
x

f(x)

โดยที่ x ∈ Rn f : Rn → R และ f(x) ไมสามารถหาอนุพันธได

โดยทั่วไปฟงกชันคอนเวกซที่สามารถหาอนุพันธอันดับที่หนึ่งได ฟงกชันนั้นสอดคลองกับอสมการ (14) สำหรับทุกๆคา x, y ∈
dom f [15]

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x) (14)
จากอสมการ (14) สำหรับ f(x) ที่เปนคอนเวกซและไมสามารถหาอนุพันธได แตยังคงสอดคลองกับอสมการ (15) สำหรับ ∀x, y ∈
dom f

f(y) ≥ f(x) + gT (y − x) (15)
เรากลาววา g เปน sub-gradient ของ f ที่จุด x จากอสมการ (15) นิยามของ sub-gradient มีเงื่อนไขที่คลอบคลุมกวาเกร
เดียนต ∇f(x) เราจึงนิยาม Sub-differential ∂f(x) ที่เปนเซต sub-gradient หรือ ∂f(x) = {g|f(y) ≥ f(x) +
gT (y − x),∀y ∈ dom f}

ขั้นตอนการหาคาเหมาะสุดโดยใช Sub-gradient method ทำไดโดย การปรับคา x

x+ = x− tg(x)

เมื่อ x+ คือคา x ที่ถูกปรับเรียบรอย, g(x) คือ sub-gradient ที่จุด x และ t > 0 คือขนาดในการเดินของเสนทาง กลาว
คือ ขั้นตอนการปรับคา x ของ sub-gradient คลายกับวิธี gradient descent method แตใชคา sub-gradient g(x) แทนคา
∇f(x) [15] ความเร็วของการหาคำตอบดวยวิธี Sub-gradient method เปนกระบวนการที่อัตราเร็วในการลูเขาสูคำตอบที่ชา
(อัตราเร็วในการลูเขาเปนแบบเชิงเสน [16]) เมื่อเทียบกับ Interior-point method ที่ใชการปรับคาดวย Newton method (มี
อัตราเร็วในการลูเขาเปนแบบกำลังสอง [16])

Interior-point method
Interior-point method เปนขั้นตอนเชิงเลขที่สำหรับการแกปญหาการหาคาเหมาะสุดแบบคอนเวกซ ที่เขียนในรูปแบบดังนี้ [15]

minimize
x

f0(x)

subject to fi(x) ≤ 0
Ax = b

(16)

Interior-point method จัดการกับเงื่อนไขอสมการโดยใชนิยามของฟงกชัน logarithmic barrier function ที่มีนิยามวา log-
arithmic barrier function ของ fi(x) คือ −(1/t) log(−fi(x)) และเปลี่ยนรูปปญหา (16) ใหมเปน

minimize
x

f0(x)− (1/t)
∑k

i=1 log(−fi(x))

subject to Ax = b
(17)

สำหรับการแกปญหา (17) เปนปญหาการแกสำหรับคา t หนึ่งๆ โดยถา t → ∞ คำตอบของปญหา (17) ลูเขาสูคำตอบของ
ปญหา (16)
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ปญหา (17) สามารถแกดวยขั้นตอนเชิงเลข Newton method [15] แลวภายในขั้นตอนเชิงตัวเลข Newton method คือ
การแกสมการเชิงเสน H∆x = −g โดยที่ ∆x ∈ Rn เปนเวกเตอรที่บอกถึงทิศทางในการปรับคา (search direction),
H ∈ Rn×n เปนตัวประมาณ Hessian matrix, g ∈ Rn เปนตัวประมาณของเวกเตอรเกรเดียนต ขั้นตอนเชิงเลข Interior-
point method เปนขั้นตอนที่ใหความถูกตองของคำตอบสูงแตวา การแกสมการ H∆x = −g ตองการคำนวณจำนวน n3

flops โดยคา n คือขนาดของตัวแปรเวกเตอรในการหาคาเหมาะสุดสำหรับรูปแบบปญหา (13) จะมีคา n = q2p + mqr
โดย q คือจำนวนวอกเซลในขอมูล fMRI, m คือขนาดของเวกเตอรสัญญาณขาเขา u(t), p คืออันดับของการถดถอยตัวเองใน
แบบจำลอง ARX, r คืออันดับของการถดถอยของสัญญาณขาเขาในแบบจำลอง ARX คา q ในสำหรับขอมูลจริงนั้นมีคาประมาณ
20000 ถึง 30000 วอกเซล ทำใหการรูปแบบปญหา (13) ดวยขั้นตอนเชิงเลข Interior-point method ตองใชจำนวนครั้งในการ
คำนวณอยางมาก เราเปลี่ยนวิธีที่ใชเปนขั้นตอนเชิงเลข Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) ในการแก
ปญหา (13) แกปญหาขนาดใหญ

Alternating Direction Method of Multipliers
Alternating Direction Method of Multipliers หรือ ADMM เปนขั้นตอนเชิงเลขหนึ่งในการแกปญหาการหาคาเหมาะสุดแบบ
คอนเวกซ ขั้นตอนเชิงเลข ADMM สามารถใชไดเมื่อฟงกชันจุดประสงคสามารถแยกเปนหลายสวนไดโดยมีเงื่อนไขสมการเชิงเสน
(equality constrains) ในปญหาที่รวมกันอยู หรือเขียนในรูปของปญหาการหาคาเหมาะสุดตามปญหา (18)

minimize
x,z

f(x) + g(z)

subject to Ax+Bz = c
(18)

โดย x ∈ Rn, z ∈ Rm เปนตัวแปรในการหาคาเหมาะสุด ในปญหา (13) สามารถเขียนในรูปแบบของปญหา (18)

minimize
x1,x2,x3

f(x1, x2) + g(x3)

subject to Px1 − x3 = 0
(19)

โดยที่ f(x1, x2) = (1/2)∥yvec − G̃x1 − Fx2∥22 และ g(x3) = λ∥x3∥2,1

ขั้นตอน ADMM เริ่มจากการสราง augmented Lagrangian (Lρ) เปนฟงกชันของตัวแปร x1, x2, x3 และ u (dual
variable) โดยที่ ρ > 0

Lρ(x1, x2, x3, u) = f(x1, x2) + g(x3) + uT (Px1 − x3) + (ρ/2)∥Px1 − x3∥22

การสราง Lρ เปนการจัดการเงื่อนไขสมการเชิงเสนที่อยูในปญหา (19) ในรูปแบบของฟงกชันลงโทษแบบนอรม-2 กลาวคือเมื่อ
ปรับคา ρ ใหมีคามาก การหาคาต่ำสุดของ Lρ จึงลงโทษให Px1 ≃ x3

วิธี ADMM เปนวิธีการหาคำตอบเชิงเลขที่ปรับคา x1, x2, x3, u การปรับคา x1, x2, x3, u ที่ละตัวสลับกันไป ในการปรับ
คาแตละตองทำใหคาLρ ต่ำสุดเมื่อตัวแปรอื่นที่ไมใชตัวแปรที่ปรับคาเปนคาคงที่ เชน การปรับคา x3 ตองปรับคาใหLρ ต่ำที่สุด
โดยใหตัวแปร x1, x2, u คงที่ สำหรับรูปแบบปญหา (13) มีขั้นตอนดังนี้

(x+
1 , x

+
2 ) = argmin

x1,x2

(f(x1, x2) + uT (Px1 − x3) + (ρ/2)∥Px1 − x3∥22)

x+
3 = argmin

x3

(g(x3) + uT (Px+
1 − x3) + (ρ/2)∥Px+

1 − x3∥22)

u+ = u+ ρ(Px+
1 − x+

3 )

การปรับคาจะหยุดวนซ้ำเมื่อ
∥rk∥2 ≤ ϵpri และ ∥sk∥2 ≤ ϵdual

โดย rk คือความผิดพลาดของเงื่อนไขสมการเชิงเสนในปญหา (19), sk คือความผิดพลาดของเงื่อนไขสมการเชิงเสนในคูกันกับ
ปญหา (19), ϵpri คือความผิดพลาดที่ยอมรับไดของปญหาคูกันกับปญหา (19) และ ϵdual คือความผิดพลาดที่ยอมรับไดของ
ปญหา (19) วิธี ADMM ไมไดทำให Px1 = x3 เพียงแคทำให Px1 ≃ x3 หรือลดความถูกตองของคำตอบของปญหาลง แต
ถาสามารถแยกฟงกชันจุดประสงคของปญหา ADMM ที่ทำใหแตละการปรับคา x+

1 , x
+
2 , x

+
3 , u

+ สามารถหาผลเฉลยที่ชัดเจน
(analytical solution) ได ขั้นตอนเชิงเลข ADMM จะแกปญหาไดรวดเร็ว เราจึงเลือกใชวิธีนี้ในการแกปญหาการประมาณแบบ
จำลอง (รายละเอียดขั้นตอนเชิงเลข ADMM สามารถดูไดในหัวขอ 11.3)
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7 ผลลัพธของโครงงาน
ผลลัพธที่คาดหวังจากโครงงาน

1. รูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ที่ใชอธิบายการเชื่อมโยงของสมอง

2. ชุดคำสั่งแกปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ผานโปรแกรม MATLAB

ขอบเขตของโครงงาน

1. โครงงานนี้จะพิจารณาแบบจำลองที่รวมตัวแปรสัญญาณขาเขาที่ทราบคาในรูปแบบจำลองเชิงเสน

2. โครงงานนี้จะพิจารณาแบบจำลอง ARX และใชการประมาณพารามิเตอรกำลังสองต่ำสุด

3. โครงงานนี้จะทดสอบแบบจำลองที่นำเสนอขึ้นบนขอมูลที่สังเคราะหและขอมูลจริง

ผลลัพธที่ได

1. รูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ที่ใชอธิบายการเชื่อมโยงของสมอง

2. ชุดคำสั่งแกปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ผานโปรแกรม MATLAB

3. ทดสอบความถูกตองของรูปแบบปญหาที่ใชในการแกปญหาแบบจำลองกับขอมูลสังเคราะห

สวนที่ทำไมไดตามผลลัพธที่คาดหวังคือการใชรูปแบบปญหาในการประมาณแบบจำลองกับขอมูล fMRI เหตุผลที่ทำไมไดเพราะวา
เสียเวลาในออกแบบโปรแกรมในการแกปญหาที่ตองสามารถคำนวณสำหรับขอมูลจริงเมื่อจำนวนตัวแปรมีจำนวนมาก เนื่องจาก
ขอมูล fMRI จริงอยูมีจำนวนวอกเซลอยูประมาณ 20000 ถึง 30000 วอกเซล ทำใหตองออกแบบโปรแกรมในทำงานไดเมื่อจำนวน
ตัวแปรมีจำนวนมาก (จำนวนตัวแปรมีมากกวา 400 ลานตัว) นอกจากนี้ขอมูล fMRI ที่จะใชศึกษาตองผานการ pre-process
หลายขั้นตอนมากและไมสามารถศึกษาขั้นตอนเหลานั้นไดในเวลาที่มี

8 ผลการทดลอง
ขอมูล fMRI ที่ใชในโครงงานเปนขอมูล fMRI ที่มีการกระตุนดวยสิ่งเราภายนอก เปนเหมือนระบบที่มีสัญญาณขาเขาภายนอก

มากระตุนใหเกิดพลวัต ในการสสรางแบบจำลองเพื่อประมาณระบบ การใชแบบจำลองที่พิจารณาถึงสัญญาณขาเขาควรจะไดผล
การประมาณที่ดีกวาแบบจำลองที่ไมพิจารณาถึงสัญญาณขาเขา เราจึงนำเสนอถึงการเปรียบเทียบระหวางการใชแบบจำลอง ARX
เทียบกับ AR สำหรับขอมูลที่สมมุติจากระบบที่มีการกระตุน

ในหลักการของการหาเอกลักษณของระบบ (System Identification) การที่จะเรียนรูโครงสรางของระบบไดนั้นขึ้นกับ ระดับ
การกระตุนที่คงอยูนาน (Persistent excitation) ของสัญญาณขาเขา ยิ่งระดับของการกระตุนที่สูง ทำใหสัญญาณขาเขาสามารถ
กระตุนระบบไดหลายโหมด ทำใหสัญญาณขาออกของระบบที่วัดไดแสดงพลวัตของระบบไดดี ในมุมมองของโดเมนความถี่ สัญญาณ
ขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่สูงคือสัญญาณขาเขาที่มีแบนดวิดทที่กวาง ยิ่งแบนดวิดทของสัญญาณขาเขากวางเทาไร พลวัตของของ
ระบบก็ถูกกระตุนออกมาใหเห็นตามความถี่ที่เกิดขึ้นในสัญญาณขาเขา ยกตัวอยางเชน ถาสัญญาณขาเขาของระบบเปน white noise
(แบนดวิดทเทากับอนันต) ระบบจะถูกกระตุนในทุกความถี่ที่ระบบสามารถทำงานได แตวาในการใชแบบจำลอง ARX กับขอมูล
การทดลอง fMRI ทั่วไปนั้น ระดับการกระตุนมีเพียงประมาณ 2 % เมื่อเทียบกับจุดเวลา (คา 2 % เทียบจากขอมูลใน [4] ที่มี
ขอมูลทั้งหมด 2400 จุดเวลาแตมีจำนวนจุดเวลาที่ถูกกระตุนเพียง 48 จุดเวลา) ดังนั้นจึงมีการทดลองเพื่ออธิบายถึงระดับการก
ระตุนของสัญญาณขาเขาที่มีผลตอการประมาณแบบจำลอง

การทดลองจะแบงออกเปน 2 สวนเพื่อทดสอบสมมุติฐานที่วา

1. สำหรับการอธิบายพลวัตของขอมูลดังกลาว การเลือกใชแบบจำลอง ARX เหมาะสมกวาการใชแบบจำลอง AR

2. สำหรับการอธิบายพลวัตของขอมูลดังกลาว ขอมูลที่มีระดับการกระตุนที่สูงยอมใหผลการประมาณดีกวาขอมูลที่มีระดับ-
การกระตุนที่ต่ำ
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ผลการทดลองที่ตอบสมมุติฐาน คือ

1. การเปรียบเทียบผลการประมาณกับขอมูลที่เกิดจากระบบที่มีสัญญาณกระตุนดวยแบบจำลอง AR และ ARX โดยใชตัวชี้
วัดดังนี้

• ผลการประมาณของรูปแบบเกรนเจอร
• ผลการประมาณความผิดพลาดแบบจำลองในสวนของการถดถอยตัวเอง

2. การเปรียบเทียบผลการประมาณแบบจำลอง ARX กับขอมูลที่เกิดจากระดับการกระตุนที่ตางกัน โดยใชตัวชี้วัดดังนี้

• ความผิดพลาดการประมาณพารามิเตอรในแบบจำลอง
• ความถูกตองของรูปแบบเกรนเจอรบนแบบจำลอง
• ความถูกตองของอันดับแบบจำลอง

8.1 การเปรียบเทียบผลการประมาณกับขอมูลที่เกิดจากระบบที่มีสัญญาณกระตุนดวยแบบจำลอง AR
และ ARX

การทดลองนี้จะตองการอธิบายถึงการใชแบบจำลอง AR และแบบจำลอง ARX สำหรับระบบที่สมมุติวาถูกกระตุนดวยสัญญาณ
ขาเขา การทดลองนี้มีทั้งหมด 4 ขั้นตอน ขั้นตอนแรกคือสรางแบบจำลองสังเคราะหขึ้นมาเปนแบบจำลอง ARX ที่เปนตัวแทนของ
ระบบจริงที่มีโครงสรางเปน q = 10, p = 2,m = 1 และ r = 1 แบบจำลองที่สรางขึ้นมีลักษณะพิเศษคือคาที่อยูใน Ak

มี 40 % มีไมเปนศูนย ขั้นตอนที่ 2 สรางอนุกรมเวลาจากสัญญาณขาเขา u(t) และสัญญาณรบกวน 500 จุดเวลา ทั้งหมด 30
ชุดโดยที่ u(t) มีคาเพียง 3 คา คือ −1, 0, 1 และสัญญาณรบกวนมีรูปแบบเปน e ∼ N (0, 0.01) ขั้นตอนที่ 3 ประมาณ
แบบจำลองโดยรูปแบบปญหาการประมาณที่บงชี้รูปแบบของเกรนเจอร (12) (กรณีของแบบจำลอง AR รูปแบบปญหา (12) คา
K = 0) และขั้นสุดทายคือเปรียบเทียบผลที่ไดจากแบบจำลอง ARX และ AR

8.1.1 ผลการประมาณของรูปแบบเกรนเจอร

การทดลองนี้ตองการศึกษาการหารูปแบบเกรนเจอรที่ไดจากการประมาณแบบจำลองวาตรงกับระบบจริงที่สรางขึ้นเพียงใด หรือ
หมายความวารูปแบบของคาศูนยที่อยูใน Ak ที่ไดมาจากการประมาณแบบจำลอง AR และแบบจำลอง ARX มีรูปแบบของคา
ศูนยตรงกับรูปแบบของศูนยในระบบจริงมากขนาดไหน โดยคา λ ที่เลือกจะอยูในชวงของ (0, λc) มาทั้งหมด 100 คาแลวใชแก
ปญหา (12) (λc คือคา λ ที่ทำใหคา Â ที่ประมาณจากปญหา (12) มีคา 0 เมทริกซมากที่สุดเทาที่เปนไปได ขั้นตอนการคำนวณ
คา λc อยูในภาคผนวกหัวขอ 11.4) ผลการทดลองนี้จะแสดงออกมาในลักษณะกราฟของ ROC และกราฟจำนวนตำแหนงที่หา
รูปแบบเกรนเจอรที่ผิดพลาดเปรียบเทียบกับคา λ

Receiver operating characteristic กราฟ ROC เปนกราฟที่แสดงความสามารถในการจำแนกขอมูลแบบทวิภาค (binary
classification) ในที่นี้หมายถึงผลการประมาณพารามิเตอร Ak วาตำแหนงที่ประมาณออกมามีคาเปนศูนยหรือไมเปนศูนยถูก
ตองหรือไม หรือ รูปแบบความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรของแบบจำลองประมาณมาไดมีความสอดคลองกับระบบจริงหรือ
ไม ตำแหนงที่คาไมเปนศูนยจะแทนดวยสัญลักษณ + และตำแหนงที่มีคาเปนศูนยแทนดวยสัญลักษณ - คาที่ใชในการคำนวณใน
กราฟ ROC มีทั้งหมด 4 คาคือ True positive, True negative, False positive และ False negative

• True positive : จำนวนพารามิเตอรที่มีคาไมเปนศูนยตรงกับคาที่เกิดขึ้นในระบบจริง

• True negative : จำนวนพารามิเตอรที่มีคาเปนศูนยตรงกับคาที่เกิดขึ้นในระบบจริง

• False positive : จำนวนพารามิเตอรที่ประมาณวามีคาไมเปนศูนยแตในระบบจริงมีคาเปนศูนย

• False negative : จำนวนพารามิเตอรที่ประมาณวามีคาเปนศูนยแตคาในระบบจริงมีคาไมเปนศูนย

กราฟ ROC เปรียบเทียบคาระหวาง TPR (true positive rate) ที่คำนวณจาก TP/(TP+FN) และ FPR (false positive rate) ที่
คำนวณจาก FP/(FP+TN) สำหรับวิธีการจำแนกกลุมที่ดีควรใหคา TPR สูงและ FPR ต่ำ
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ตาราง 1: ตารางแสดงถึงการจำแนกกลุมขอมูลของผลลัพธที่ไดกับการแบงกลุมที่เกิดขึ้นจริง ในตารางใชสัญลักษณ + แทนดวย
ตำแหนงที่มีคาไมเปนศูนยและ - แทนตำแหนงที่มีคาเปนศูนย

predicted condition total+ -
true condition + True Positive (TP) False Negative (FN) TP+FN

- False Positive (FP) True Negative (TN) FP+TN
total TP+FP FN+TN
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(a) กราฟ ROC ของการหารูปแบบเกรนเจอรของแบบจำลอง AR และ
แบบจำลอง ARX

10-4 10-2 100 102 104 106

lambda

25

30

35

40

45

50

55

60

%
 n

um
be

rs
 o

f e
rr

or

numbers of error

ar
arx

(b) แสดงจำนวนตำแหนงของรูปแบบเกรนเจอรที่ทำนายผิดพลาดผล
การประมาณของแบบจำลอง AR และแบบจำลอง ARX

รูปที่ 7: ผลการประมาณรูปแบบเกรนเจอรสำหรับแบบจำลอง AR และแบบจำลอง ARX โดยใชรูปแบบปญหา (12) ที่คา λ ตาง
กัน

สมมุติฐาน การทดลองนี้มีสมมุติฐานวาแบบจำลอง ARX จะสามารถทำนายรูปแบบเกรนเจอรไดดีกวาแบบจำลอง AR ในแง
ของจำนวนความถูกตองในการจำแนก (ดูจากกราฟในรูปที่ 7b วากราฟเสนไหนลงมีคาต่ำสุดที่ต่ำกวากัน) และโอกาสที่จำแนกได
อยางถูกตอง (ดูจากกราฟในรูปที่ 7a วาคาไหนใหอัตราสวนระหวาง TPR/FPR สูงกวา)

ผลลัพธ จากกราฟ ROC ในรูปที่ 7a เห็นวาแบบจำลอง ARX และแบบจำลอง AR มีคา λ ที่ทำใหคาที่อยูบนกราฟ ROC
อยูมุมบนซายที่หมายถึงคาที่ใหอัตราสวนระหวาง TPR/FPR ไดอัตราสวนที่สูงที่สุด จะเห็นวา คาที่ไดจากแบบจำลอง AR มุมบน
ซายสุดอยูต่ำกวาคาที่ไดของแบบจำลอง ARX แสดงถึงการใชแบบจำลอง ARX ในการแบงกลุุมไดดีกวาแบบจำลอง AR และกราฟ
จำนวนตำแหนงที่ทำนายผิดพลาดในรูปที่ 7b จะเห็นวาคาจำนวนตำแหนงที่ทำนายผิดพลาดของแบบจำลอง AR กับแบบจำลอง
ARX คาที่ไดจากแบบจำลอง ARX จะต่ำกวาแบบจำลอง AR

วิเคราะหวิจารณ จากสมมุติฐานวาแบบจำลอง ARX จะสามารถหารูปแบบของเกรนเจอรไดดีกวาเพราะวาการประมาณในแบบ
จำลอง ARX ไดใชขอมูลของสัญญาณขาเขารวมเขาไป ทำใหแบบจำลอง ARX เรียนรูถึงพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาเขาดวยพรอม
กับพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาออกในอดีต แตวาแบบจำลอง AR เรียนรูเพียงพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาออกเทานั้น ทำใหการ
หารูปแบบของเกรนเจอรที่อยูในพารามิเตอรAk ของแบบจำลอง ARX สามารถเรียนรูไดดีกวาเพราะแบบจำลอง ARX สวนพลวัต
ที่เกิดจากสัญญาณขาเขาและพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาออกในอดีตเมื่อเทียบกับขอมูลจริง แตพารามิเตอร Ak ในแบบจำลอง
AR จะตองแสดงถึงพลวัตของสัญญาณขาออกในอดีตกับสัญญาณขาเขาพรอมกัน
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8.1.2 ผลการประมาณความผิดพลาดแบบจำลองในสวนของการถดถอยตัวเอง
การทดลองนี้ตองการศึกษาความผิดพลาดของพารามิเตอรที่อยูในแบบจำลองวามีผลตางกับคาจริงมากนอยตางกันอยางไร โดย

การทดลองนี้จะเปรียบเทียบเพียงสวนของการถดถอยตัวเอง (หรือสวนของ Ak เทานั้น) การทดลองนี้วิเคราะหผานสมการ

error =
1

N

√√√√∑N
i=1(

∑p
j=1∥Aj − Âj∥2F )∑p
j=1∥A∥2F

การประมาณแบบจำลองในการทดลองนี้จะสมมุติวาเราทราบถึงอันดับของแบบจำลอง การทดลองเราจะแสดงผลออกมาดวยกราฟ
ระหวางคา λ และคาความผิดพลาดพารามิเตอรในแบบจำลอง

สมมุติฐาน การทดลองนี้มีสมมุติฐานวาแบบจำลอง ARX จะมีคาความผิดพลาดของพารามิเตอรนอยกวาแบบจำลอง AR เพราะ
วาแบบจำลอง ARX แยกพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาเขากับพลวัตของสัญญาณขาออกในอดีตอยางชัดเจน
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รูปที่ 8: ความผิดพลาดของแบบจำลอง AR และแบบจำลอง ARX เทียบกับคา λ เมื่อเฉลี่ยบนขอมูล 30 ชุด

ผลลัพธ แบบจำลอง ARX สามารถประมาณแบบจำลองไดดีกวาแบบจำลอง AR ในเชิงของความความผิดพลาดของพารามิเตอร
ในแบบจำลอง ดูไดจากกราฟความผิดพลาดของพารามิเตอรในแบบจำลอง จากกราฟในรูปที่ 8

วิเคราะหวิจารณ แบบจำลอง ARX แยกสวนของพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาเขากับพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาออกในอดีต แต
แบบจำลอง AR มีแตพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาออกในอดีตเทานั้น ซึ่งโดยระบบจริงมีพลวัตที่เกิดจากสัญญาณขาเขาและสัญญาณ
ขาออกในอดีตทำใหการประมาณแบบจำลอง AR จะตองเรียนรูพลวัตของสัญญาณขาเขากับสัญญาณขาออกในอดีตของระบบจริง
พรอมกัน แบบจำลอง ARX จึงประมาณไดดีกวาเพราะโครงสรางมีความคลายกับระบบจริงมากกวาแบบจำลอง AR

8.2 การเปรียบเทียบผลการประมาณแบบจำลอง ARX กับขอมูลที่เกิดจากระดับการกระตุนที่ตางกัน
การทดลองสนใจเพียงการประมาณแบบจำลอง ARX เมื่อระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาเปลี่ยนไป การทดลองนี้จะประกอบ

ดวย 4 ขั้นตอน ขั้นตอนแรกคือสรางแบบจำลองสังเคราะหขึ้นมาเปนแบบจำลอง ARX ที่เปนตัวแทนของระบบจริงที่มีโครงสราง
เปน q = 10, p = 2,m = 1 และ r = 1 แบบจำลองที่สรางขึ้นมีลักษณะพิเศษคือคาที่อยูใน Ak มี 40 % มีไมเปนศูนย
ขั้นตอนที่ 2 คือสรางอนุกรมเวลามาจากสัญญาณขาเขา u(t) และสัญญาณรบกวน e ∼ N (0, 0.01) 500 จุดเวลา ทั้งหมด
30 ชุด สัญญาณขาเขาที่ใชในการทดลองนี้แบงเปน 2 ประเภท สัญญาณขาเขาประเภทแรกเปนสัญญาณขาเขาที่มีการกระตุนระ
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ดับสูง เปนสัญญาณขาเขาที่เกิดจากการสุมที่ออกมา 3 คา คือ −1, 0, 1 และมีคาที่ไมเปน 0 เกือบทุกชวงเวลา สัญญาณขาเขา
ประเภทที่สองเปนสัญญาณขาเขาที่มีการกระตุนระดับต่ำ คาสัญญาณขาเขาสุมคาออกกมาเพียง 3 คาคือ −1, 0, 1 แตจำนวน
ของคาที่ไมเปน 0 ที่เกิดขึ้นมีเพียง 2 % ของจุดเวลาทั้งหมด (ตัวอยางลักษณะของสัญญาณขาเขาที่ใชในการทดลองในรูป 9a และ
9b) ขั้นตอนสุดทายคือประมาณแบบจำลองและวิเคราะหผลที่ได
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(a) ตัวอยางของสัญญาณขาเขาที่มีระดับกระตุนสูง
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(b) ตัวอยางของสัญญาณขาเขาที่มีระดับกระตุนต่ำ

รูปที่ 9: ตัวอยางของสัญญาณขาเขาที่ใชในการทดลองเปรียบเทียบผลของสัญญาณขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่แตกตางกัน

8.2.1 ความผิดพลาดการประมาณพารามิเตอรในแบบจำลอง
การทดลองนี้จะวิเคราะหถึงพารามิเตอรที่มาจากการประมาณแบบจำลองจะแสดงออกมาในรูปของกราฟผลรวมของพารามิเตอร

แตละตัว และสมมุติวาเราทราบถึงอันดับของแบบจำลองและทราบถึงเงื่อนไขเกรนเจอร หรือการทดลองนี้จะเลือกใชรูปแบบปญหา
การประมาณแบบจำลองที่มีเงื่อนไขเกรนเจอร (9) การเปรียบเทียบจะใชตัวชี้วัด

error avg =
1

N

√√√√∑N
i=1(

∑p
j=1∥Aj − Âj∥2F +

∑r
j=1∥Bj − B̂j∥2F )∑p

j=1∥Aj∥2F +
∑r

j=1∥Bj∥2F

สมมุติฐาน การทดลองนี้มีสมมุติฐานวาผลการประมาณแบบจำลอง ARX จากขอมูลที่ระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาสูง
มีความผิดพลาดของพารามิเตอรในแบบจำลองต่ำกวาผลการประมาณแบบจำลองจากขอมูลที่ระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขา
ต่ำ เพราะวามีขอมูลของสัญญาณขาเขามากกวา

ผลลัพธ แบบจำลองที่ประมาณมาจากสัญญาณขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่สูงกวาสามารถประมาณคาพารามิเตอรไดแมนยำ
กวาเมื่อเทียบกับแบบจำลองที่ประมาณไดจากสัญญาณขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่ต่ำ ดูจากกราฟความผิดพลาดของพารามิเตอร
ในแบบจำลอง จากรูปที่ 10a และ 10b

วิเคราะหวิจารณ พารามิเตอรที่ประมาณมาจากรูปแบบปญหา (9) เมทริกซความแปรปรวนของพารามิเตอรคือ σ2(CTC)−1

เมื่อ C =
[
G̃ F

]
จากเมเทริกซ F ในรูปแบบปญหา (9) ประกอบไปดวย u(t) ถาระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขา

ต่ำ หมายความวา เมทริกซ F มีคา 0 ในเมทริกซจำนวนมากทำใหคาที่อยูในเมทริกซ CTC มีคาที่ต่ำ ดังนั้นคาที่อยูในเมทริกซ
σ2(CTC)−1 มีคาที่สูง ดังนั้นเมื่อสัญญาณขาเขามีระดับการกระตุนต่ำ คาความผิดพลาดจากแบบจำลองที่ประมาณมาจากขอมูล
นั้นมีคาสูงกวาเพราะ เมทริกซ σ2(CTC)−1 มีคามากกวา
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(a) ผลความผิดพลาดของแตละพารามิเตอรในแบบจำลอง
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(b) ผลความผิดพลาดของแตละพารามิเตอร B ในแบบจำลอง

รูปที่ 10: กราฟแสดงถึงความผิดพลาดในการประมาณแบบจำลอง ARX เมื่อขอมูลที่ใชในการประมาณมีระดับการกระตุนของ
สัญญาณขาเขาที่ตางกัน หมายเลข 1 เปนคาความผิดพลาดของ Â1 หมายเลข 2 คือคาผิดพลาดของ Â2 หมายเลข 3 คือคา
ผิดพลาดของ B̂ และหมายเลข 4 คือคาผิดพลาดเฉลี่ยของพารามิเตอรทั้ง 3 ตัว dense แทนขอมูลที่มีระดับการกระตุนของ
สัญญาณขาเขาสูงและ sparse แทนขอมูลที่ระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาต่ำ

8.2.2 ความถูกตองของรูปแบบเกรนเจอรบนแบบจำลอง

การทดลองนี้ตองการศึกษาการหารูปแบบเกรนเจอรที่ไดจากการประมาณแบบจำลองวาตรงกับระบบจริงที่สรางขึ้นขนาดไหน
หรือหมายความวารูปแบบของคาศูนยที่อยูใน Ak ที่ไดมาจากการประมาณแบบจำลอง ARX จากขอมูลที่เกิดจากระบบที่มีระดับ
การกระตุนที่สูงและต่ำ มีรูปแบบของคาศูนยตรงกับรูปแบบของคาศูนยในระบบจริงมากขนาดไหน โดยคา λ ที่เลือกจะอยูในชวง
ของ (0, λc) มาทั้งหมด 100 คาแลวใชรูปแบบปญหา (12) ผลการทดลองนี้จะแสดงออกมาในลักษณะกราฟของ ROC และกราฟ
จำนวนตำแหนงที่หารูปแบบเกรนเจอรที่ผิดพลาด

สมมุติฐาน การทดลองนี้มีสมมุติฐานวามีสัญญาณขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่สูงกวาจะสามารถหาตำแหนงของเงื่อนไขของเกรน
เจอรไดดีกวา เพราะวา สัญญาณขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่สูงกวาสามารถประมาณแบบจำลองไดดีกวา
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(a) กราฟ ROC ของการหารูปแบบเกรนเจอรของแบบจำลอง ARX
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(b) จำนวนตำแหนงของรูปแบบเกรนเจอรที่ผิดพลาดของแบบจำลอง
ARX กับคา λ

รูปที่ 11: ผลการประมาณรูปแบบเกรนเจอรของแบบจำลอง ARX จากขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาที่ตางกัน
โดยใชรูปแบบปญหา (12) ที่คา λ หลายคา dense แทนขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาสูง sparse แทนขอมูล
ที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาต่ำ
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ผลลัพธ รูปแบบของเกรนเจอรของสัญญาณขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่สูงกวาสามารถหารูปแบบของเกรนเจอรไดแยกวาสัญญาณ
ขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่ต่ำกวาดูไดจากรูปที่ 11a คาที่อยูมุมบนซายสุดในกราฟ ROC ของขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณ
ขาเขาต่ำอยูสูงกวาขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาสูง แตจุดต่ำสุดของกราฟจำนวนความผิดพลาดเฉลี่ยของเกรนเจอร
มีคาเทากัน

วิเคราะหวิจารณ รูปแบบของเกรนเจอรที่ ประมาณมาจาก ขอมูลที่ระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาต่ำสามารถประมาณ
รูปแบบเกรนเจอรไดดีกวาเพราะวารูปแบบเกรนเจอรคือโครงสรางของพารามิเตอรAk สำหรับขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณ
ขาเขาที่ต่ำ พลวัตที่เกิดจากขอมูลนี้เกิดจากสัญญาณขาออกสวนใหญ ตามสมการ (20)

y(t) = A1y(t− 1) + . . .+ Apy(t− p) +B1u(t− 1) + . . .+Bqu(t− q) + e(t) (20)

เนื่องจาก Ak ในระบบจริงมีความเบาบาง (พารามิเตอรที่ไมเปนศูนย 40 %) โอกาสที่ y ตำแหนงที่ j (yj ) มีการเปลี่ยนแปลงที่
นอยมีโอกาสมาก การที่มีสัญญาณขาเขาที่มีระดับการกระตุนสูงทำใหคา yj เกิดการเปลี่ยนแปลง การเรียนรู ตำแหนงของศูนยใน
แบบจำลองยากขึ้น การทดลองนี้ไมเหมือนกับการทดลอง 8.1.1 เพราะวาการประมาณในการทดลองนี้แยกเปนพารามิเตอรคือA,B
เหมือนกันแตการทดลองที่ 8.1.1 แบบจำลอง AR มีเพียง A แตแบบจำลอง ARX มี A,B

8.2.3 ความถูกตองของการเลือกอันดับแบบจำลอง

การทดลองนี้วิเคราะหอันดับของแบบจำลองที่เหมาะสมโดยเลือกจากคาBIC ระหวางขอมูลที่มีสัญญาณการกระตุนในระบบ
มีคาสูงและขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาในระดับต่ำโดยเราสมมุติวารูเงื่อนไขเกรนเจอรของแบบจำลอง

BIC score หนึ่งในเกณฑการเลือกอันดับของแบบจำลองที่เหมาะสมเพื่อหาความสัมพันธของพารามิเตอรในแบบจำลอง คือ เกณฑ
การคัดเลือกตัวแบบโดยขอสนเทศของเบส (Bayesian Information Criterion (BIC)) [17] คา BIC คำนวณตามสมการ (21)

BIC = −2L+ d logN (21)

โดย N เปนจำนวนขอมูล, L เปนคาลอการิทึมของฟงกชันความเปนไปได (log likelyhood function) และคา d คือ จำนวน
ตัวแปรที่มีผลตอการประมาณ คา L เปนคาที่ขึ้นกับ Σ̂ (ตัวประมาณเมทริกซความแปรปรวนของสัญญาณขาออก) ที่คำนวณได
จาก

Σ̂ =
1

N − p

∑N
t=p+1 ê(t)ê(t)

T

ê(t) = y(t)−
∑p

i=1 Âiy(t− i)−
∑r

i=1 B̂iu(t− i)
(22)

คา BIC จะเปรียบเทียบความสมดุลระหวาง ความคลายกันของสัญญาณขาออกที่ประมาณมาไดกับความซับซอนของแบบ
จำลอง ตัวแทนของความคลายกัันของสัญญาณขาออกคือคาลอการิทึมของฟงกชันความเปนไปไดL และตัวแทนของความซับซอน
ของแบบจำลองคือจำนวนพารามิเตอร d ตามสมการ (21) ถาปรับอันดับของแบบจำลองที่สูงขึ้น (คา p เพิ่มขึ้น, คา r เพิ่มขึ้น) เรา
สามารถประมาณแบบจำลองใหเทียบกับสัญญาณขาออกไดดีขึ้นเพราะมีจำนวนพารามิเตอรใหปรับไดมากขึ้น (คา L สูงขึ้น) แต
ทำใหความซับซอนของแบบจำลองมากขึ้น (คา d สูงขึ้น) คา BIC เลือกตำแหนงที่สมดุลระหวาง 2 คา โดยคาที่ BIC ต่ำสุด
เปนการเลือกจุดที่สมดุลที่สุดระหวาง 2 คานั้น จากสมการ (21) จะสามารถเปลี่ยนรูปใหการคำนวณคา BIC ใหอยูรูปแบบที่งาย
ขึ้นโดยใชสมการ (22) (รายละเอียดที่มาของสมการ (23) สามารถดูไดในหัวขอ 11.5)

BIC = log det Σ̂ +
d

N − p
logN (23)

สมมุติฐาน การทดลองนี้มีสมมุติฐานวาแบบจำลองที่ประมาณจากขอมูลที่มีสัญญาณขาเขาที่มีระดับการกระตุนที่สูงสามารถเลือก
อันดับของแบบจำลองไดแมนยำกวาแบบจำลองที่ประมาณจากขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาที่ต่ำ

ผลลัพธ ขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาที่มีระดับสูงและต่ำสามารถเลือกอันดับของแบบจำลองไดถูกตองทั้งคู แต
ผลตางระหวางคา BIC ต่ำที่สุด 2 คาของขอมูลที่ระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาที่สูงมีคามากกวาขอมูลที่มีสัญญาณขาเขา
ในระดับการกระตุนที่ต่ำ
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(a) คา BIC ของขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาสูง
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(b) คา BIC ของขอมูลที่มีระดับการกระตุนของสัญญาณขาเขาต่ำ

รูปที่ 12: BIC ของแบบจำลองอันดับตางกัน

วิเคราะหวิจารณ โดยปกติขอมูลที่มีสัญญาณขาเขาในระดับการกระตุนที่ต่ำควรจะเลือกอันดับในแบบจำลองผิดพลาดแตวาเนื่องจาก
คาของสัญญาณรบกวนมีคาความแปรปรวนที่ต่ำ (σ2 = 0.01) และจำนวนขอมูลมีคามากพอ (500 จุดเวลา) ทำใหแบบจำลอง
ยังประมาณไดถูกตองอยู

9 สรุปภาพรวมของโครงงาน
การวิเคราะหถึงความสัมพันธของสวนตางๆในสมองดวยวิธีการสรางแบบจำลองกับขอมูล fMRI แบบจำลองที่นิยมใชคือแบบ

จำลอง AR แตการใชแบบจำลอง AR มีขอเสียคือไมสามารถอธิบายถึงการกระตุนจากภายนอกได ดังนั้นการใชแบบจำลอง AR
ไมสามารถอธิบายถึงขอมูล fMRI ที่ผูทดลองไดรับการกระตุนจากสิ่งเราภายนอกได โครงงานนี้จัดทำขึ้นมีจุดประสงคเพื่อหาความ
สัมพันธของสวนตางๆในสมองกับการกระตุนดวยสิ่งเราที่วิเเคราะหผานขอมูล fMRI โดยใชแบบจำลอง ARX วิเคราะหความสัมพันธ
เหลานี้ โดยมีหลักพื้นฐานของความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรในแบบจำลอง โดยโครงงานนี้ไดอธิบายถึงความสัมพันธเชิง
เหตุผลแบบเกรนเจอรที่มีผลตอการประมาณแบบจำลอง ARX ออกเปนรูปแบบปญหาการประมาณ 3 รูปแบบ (รูปแบบปญหาอยู
หัวขอ 5) ในการแกรูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX โครงงานนี้ไดนำเสนอขั้นตอนเชิงเลข ADMM ที่มีประสิทธิภาพ
(ในเชิงของความเร็วในการคำนวณและจำนวนของพื้นที่ในการเก็บ) พรอมชุดคำสั่งในโปรแกรมMATLAB ที่สมบูรณ โครงงาน
นี้ไดทดสอบสมมุติฐานในการใชแบบจำลอง ARX เปรียบเทียบกับแบบจำลอง AR ในการอธิบายขอมูลจากระบบที่มีสัญญาณขา
เขา ผลลัพธที่ไดคือแบบจำลอง ARX สามารถประมาณแบบจำลองไดดีกวาแบบจำลอง AR ในแงของการหารูปแบบเกรนเจอรใน
แบบจำลองและความผิดพลาดของพารามิเตอรที่ประมาณไดในสวนของการถดถอยตัวเอง (สวนของ AR) สิ่งที่โครงงานนี้ทำไมสำเร็จ
คือการใชรูปแบบปญหาทดสอบกับขอมูล fMRI เนื่องจากไดใชเวลาในสวนของการออกแบบโปรแกรมสำหรับขอมูล fMRI ขนาด
ใหญ แตวาตอนนี้ไดวิธีการแกปญหาพรอมชุดคำสั่งในการแกปญหาการประมาณแบบจำลองที่ใชกับขอมูล fMRI จริงไดในภายภาค
หนา

10 กิตติกรรมประกาศ
โครงงานวิศวกรรมไฟฟา เรื่องการวิเคราะหเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรสำหรับขอมูลสมองจากการตอบสนองตอสิ่งเรา จะไมสามารถ
สำเร็จ ไดเลย หากขาดความชวยเหลือและการสนับสนุนจาก 1. ผูชวยศาสตราจารย ดร. จิตโกมุท สงศิริ อาจารย ที่ปรึกษาในวิชา
โครงงานวิศวกรรมไฟฟา โดยการใหคำปรึกษา และคำแนะนำที่เปนประโยชนในการทำโครงงานนี้ 2. ผูชวยศาสตราจารย ดร.สุ
ชิน อรุณสวัสดิ์วงศ หัวหนาอาจารยประจำหองปฏิบัติการควมคุมภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา โดยการใหใชเครื่องคอมพิวเตอรที่ใชใน
การดำเนินงานคำสั่งโปรแกรม MATLAB 3. อนุพนธ พฤฒิอัครวาณิช มหาบัณฑิต ที่ชวยหาขอมุล fMRI ที่ใชและสอนวิธีการ
ประมวลผลขอมูล fMRI ใหอยูในรูปแบบของอนุกรมเวลา 4. นายณัฐพร พลับอินทร นิสิตปริญญาโท ที่ชวยหาขอมูล fMRI
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11 ภาคผนวก
11.1 ความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรที่ใชในสภาพเชื่อมโยงของสมอง

การศึกษาความสัมพันธของบริเวณตางๆ ในสมองที่ใชสมการพลวัตที่อธิบายความเกี่ยวของกันของสัญญาณสมอง นิยมใชแบบ
จำลองถดถอยตัวเอง (3) วิเคราะหสภาพการเชื่อมโยงของสมองเชิงประสิทธิภาพ การใชความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรใน
แบบจำลองถดถอยตัวเอง เปนเทคนิคที่สามารถหาคาของ (Ak)ij = 0 โดย k = 1, 2, . . . , p หรือการหาวาคาของ yj
ไมมีความสัมพันธเชิงสาเหตุ yi ใดบาง การตรวจสอบดวยความสัมพันธเชิงเหตผลแบบเกรนเจอรที่นิยมใชมี 2 วิธีคือ Pairwise
Granger Causality และ Conditional Granger Causality

11.1.1 Pairwise Granger Causality (GC)
เทคนิค Pairwise Granger Causality หรือ Pairwise GC เปนเทคนิคที่นิยมใชในการตรวจสอบความสัมพันธระหวางสัญญาณ

2 กลุม ขอดีคือสามารถหาคาตามผลเฉลยไดงาย และใหคำตอบที่ชัดเจน สำหรับคูสัญญาณสเกลาร x(t) ∈ R และ y(t) ∈ R
ในการประมาณสัญญาณโดยอธิบายไดตามสมการดานลาง

x(t) =

p∑
k=1

akx(t− k) + ϵ1(t) var(ϵ1(t)) = Σ1 (24)

y(t) =

p∑
k=1

cky(t− k) + ν1(t) var(ν1(t)) = Γ1 (25)

และถาสองกลุมนี้มีความสัมพันธเชิงสาเหตุตอกันจะสามารถเขียนไดวา

x(t) =

p∑
k=1

a′kx(t− k) +

p∑
k=1

b′ky(t− k) + ϵ2(t) (26)

y(t) =

p∑
k=1

c′ky(t− k) +

p∑
k=1

d
′

kx(t− k) + ν2(t) (27)

ในสมการ (26) เปนการใชคา y มาชวยในการทำนายคา x, ในสมการ (27) เปนการใชคาของ x มาชวยในการทำนายคา y เม
ทริกซความแปรปรวนรวมของ

[
ϵ2(t)
ν2(t)

]
คือ Σ =

[
Σ2 Υ2

Υ2 Γ2

]
เมื่อให Σ2 = var(ϵ2(t)), Γ2 = var(ν2(t)), Υ2 =

cov(ϵ2(t), ν2(t)) ถา x(t) และ y(t) เปนอิสระตอกันแลว ในสมการ (26), (27) Υ2 = 0 ใน [18] กลาวเอาไววาจะหา
ปริมาณที่ y(t) มีผลกระทบเชิงสาเหตุตอ x(t) ไดจาก

Fy→x = log

(
Σ1

Σ2

)
(28)

จะเห็นวาคาของ Fy→x นั้นจะมีคาที่มากกวาหรือเทากับ 0 เสมอเพราะการมีคา y มาชวยในการทำนายคา x ควรจะชวยใหการ
ทำนายดีขึ้นหรือ Σ1 ≥ Σ2 แตถา Fy→x = 0 หรือ Σ2 = Σ1 นั้นหมายความวาของ y(t) ไมสามารถชวยในการทำนายคา
ของ x(t) ไดเลยหรือ b′k = 0 โดย k = 1, 2, . . . , p แตถา Fy→x > 0 หรือ Σ2 < Σ1 เมื่อ y(t) มีผลกระทบเชิงสาเหตุ
x(t) หรือ b′k ̸= 0 โดย k = 1, 2, . . . , p

แตวาการใชวิธีนี้มีขอเสียสำหรับ การพิจารณา ความสัมพันธเชิงเหตุผล ระหวางตัวแปรกลุมที่มีจำนวนมากกวา 2 ตัวแปร รูป
ที่ 13 เปนการแสดงความสัมพันธเชิงเหตุผลของสัญญาณ y(t) ∈ R และ z(t) ∈ R ที่มีผลตอ x(t) ∈ R ในการคิดแบบ
Pairwise GC เมื่อหาคาความสัมพันธเชิงสาเหตุที่ y(t) สงผลตอ x(t) แมวา y(t) จะไมมีผลโดยตรงตอ x(t) แตมีผลทางออม
ผาน z(t) แบบรูปที่ 13a ก็จะใหคาคงที่บอกคา y(t) ก็จะบงบอกวา y(t) มีผลทางตรงตอ x(t) แบบรูปที่ 13b ดังนั้นเมื่อ
ขอมูลมีมากกวา 3 กลุมขึ้นไป Conditional Granger Causality จึงเปนเทคนิคที่ใชในการหาความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรน
เจอร โดยสามารถแยกความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบรูปที่ 13a และ 13b

11.1.2 Conditional Granger Causality
Conditional Granger Causality เปนการตรวจสอบความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรสำหรับตัวแปรที่มีมากกวา 2 ตัวแปร

ขึ้นไป ตัวอยางเชน กลุมขอมูล x(t), y(t) และ z(t) เมื่อตองการพิสูจนวา y(t) มีผลตอ x(t) หรือไม โดยที่ x(t) และ z(t)
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(a) ภาพแสดงความสัมพันธเชิงสาเหตุแบบเกรนเจอรโดยที่ y นั้นสงผล
ตอ z และ z สงผลตอ x แต y ไมสงผลตอ x โดยตรง

(b) ภาพแสดงความสัมพันธเชิงสาเหตุแบบเกรนเจอรโดยที่ y นั้นสงผลตอ z
และ z สงผลตอ x แต y ไมสงผลตอ x โดยตรง

รูปที่ 13: ตัวอยางความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรของ x, y และ z

มีความสัมพันธเชิงสาเหตุซึ่งกันและกัน สามารถสรางสมการไดวา

x(t) =
∑p

k=1 akx(t− k) +
∑p

k=1 bkz(t− k) + ϵ1(t)
z(t) =

∑p
k=1 ckz(t− k) +

∑p
k=1 dkx(t− k) + ν1(t)

(29)

โดยมีเมทริกซความแปรปรวนดังนี้
Σ

′
=

[
Σ1 Υ1

Υ1 Γ1

]
ถา y(t) มีความสัมพันธเชิงสาเหตุกับ x(t) และ z(t) จะไดวา

x(t) =
∑p

k=1 a
′
kx(t− k) +

∑p
k=1 b

′
ky(t− k) +

∑p
k=1 c

′
kz(t− k) + ϵ2(t)

y(t) =
∑p

k=1 d
′
kx(t− k) +

∑p
k=1 e

′
ky(t− k) +

∑p
k=1 g

′
kyz(t− k) + ν2(t)

z(t) =
∑p

k=1 u
′
kx(t− k) +

∑p
k=1 v

′
ky(t− k) +

∑p
k=1w

′
kz(t− k) + λ2(t)

(30)

จะหาเมทริกซความแปรปรวนไดวา Σ =

Σxx Σxy Σxz

Σyx Σyy Σyz

Σzx Σzy Σzz

 จากสมการดานบนเราจะหาวา y(t) มีความสัมพันธเชิง

สาเหตุตอ x(t) โดยพิจารณาคา
Fy→x|z = log

(
Σ1

Σxx

)
Σ1 คือความแปรปรวนที่มาจาก ความผิดพลาดตกคาง (residual error) ของแบบจำลองที่ไมรวมผลของ y(t) และหลังจากเพิ่ม
y(t) เขาไปใน (29) แลวไดวา Fy→x|z = 0 หรือ Σ1 = Σxx หมายความวาการรวม y(t) เขาไปใน (29) ไมมีสวนชวยใน
การหาคา x(t) ไดแมนยำขึ้น หรือ y(t) ไมมีความสัมพันธเชิงสาเหตุกับ x(t) แสดงวา b′k = 0 ทุก k = 1, 2, . . . , p แต
หาก Fy→x|z > 0 หรือ Σ1 > Σxx หมายความวาการรวม y(t) ใน (29) มีสวนชวยในการหาคา x(t) ไดแมนยำขึ้น หรือ
y(t) มีความสัมพันธเชิงสาเหตุกับ x(t) แสดงไดวา b′k ̸= 0 ทุก k = 1, 2, . . . , p เมื่อนำไปใชในแบบจำลองถดถอยตัวเอง
ถา yj ไมมีความสัมพันธเชิงเหตุผลแบบเกรนเจอรกับ yi ก็ตอเมื่อ (Ak)ij = 0 ทุก k = 1, 2, . . . , p

11.2 การแปลงปญหาการหาคาเหมาะสุดในรูปแบบเมทริกซเปนรูปแบบเวกเตอร
ในสวนนี้จะอธิบายการแกปญหาในสมการ (9) ดวยการเรียงใหเปนเวกเตอร
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minimize
A,B

(1/2)∥Y − AH −BK∥2F
subject to (A1)ij = (A2)ij = . . . = (Ap)ij = 0 (i, j) ∈ J

ในสวนนี้จะอธิบายรายละเอียดปญหาขางตนแปลงใหอยูในรูปเวกเตอรดังouh
minimize

x,z
(1/2)∥yvec −Gx− Fz∥22

subject to xk = 0 (k ∈ J)

ในการแปลงปญหาดังกลาว สมมุติให A, B อยูในรูป
A =

[
A1 A2 · · · Ap

]
∈ Rq×qp, Ai ∈ Rq×q, i = 1, 2, . . . , p

B =
[
B1 B2 · · · Bq

]
∈ Rq×mr, Bi ∈ Rq×m, i = 1, 2, . . . , r

และในสมการ (9) เนื่องจาก H ∈ Rqp×N และ K ∈ Rqp×N ดังนั้นเราสามารถเขียน H , K ใหมไดวา

H =


H1

H2
...

Hp

 , Hi ∈ Rq×N , (i = 1, 2, . . . , p), K =


K1

K2
...

Kr

 , Ki ∈ Rm×N , (i = 1, 2, . . . , r)

ในปญหา (9) เราสามารถเขียนฟงกชันจุดประสงคไดใหมดังนี้ โดยสมมุติให (s, t) คือดัชนีของตัวแปรเมทริกซที่พิจารณา
∥Y − AH −BK∥2F =

∑
s,t (Yst − (AH)st − (BK)st)

2

=
∑

s,t

(
Yst −

∑qp
k=1 AskHkt −

∑mr
k=1 BskKkt

)2 (31)

พิจารณาพจน ∑qp
k=1AskHkt,

∑mr
k=1BskKkt จะสามารถกระจายไดดังนี้

∑qp
k=1 AskHkt =

∑q
k=1

[
(H1)kt (H2)kt · · · (Hp)kt

]︸ ︷︷ ︸
Hkt


(A1)sk
(A2)sk

...
(Ap)sk


︸ ︷︷ ︸

xsk

∆
=

∑q
k=1Hktxsk

∑mr
k=1 BskKkt =

∑m
k=1

[
(K1)kt (K2)kt · · · (Kr)kt

]︸ ︷︷ ︸
Kkt


(B1)sk
(B2)sk

...
(Bq)sk


︸ ︷︷ ︸

zkt

∆
=

∑m
k=1Kktzsk

(32)

ดังนั้นกำหนดให
Hkt =

[
(H1)kt (H2)kt · · · (Hp)kt

]
∈ R1×p

Kkt =
[
(K1)kt (K2)kt · · · (Kr)kt

]
∈ R1×r

xsk =


(A1)sk
(A2)sk

...
(Ap)sk

 ∈ Rp, zsk =


(B1)sk
(B2)sk

...
(Bq)sk

 ∈ Rr
(33)

จะไดวาเมื่อนำสมการ (32) เรียงคาโดยที่ t = 1, 2, . . . , N และ s คงที่จะสามารถเขียนอยูในรูปของเวกเตอรไดดังนี้

vec (Y − AHBK) =


Ys1

Ys2
...

YsN

−


H11 H12 · · · H1q

H21 H22 · · · H2q
... ... . . . ...

HN1 HN2 · · · HNq


︸ ︷︷ ︸

H


xs1

xs2
...

xsq

−


K11 K12 · · · K1m

K21 K22 · · · K2m
... ... . . . ...

KN1 KN2 · · · KNm


︸ ︷︷ ︸

K


zs1
zs2
...

zsm


(34)
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เมื่อเขียนสมการ (31) โดยเรียงตาม s = 1, 2, . . . , q จะไดวา

vec (Y − AHBK) =



Y11
...

Y1N

Y21
...

YqN


−


H 0 . . . 0
0 H . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . H


︸ ︷︷ ︸

G



x11
...

x1q

x21
...

xqq


−


K 0 . . . 0
0 K . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . K


︸ ︷︷ ︸

F



z11
...

z1m
z21
...

zqm


ดังนั้นปญหา (9) สามารถเขียนเปนปญหา (10) โดยคาตัวแปรโดยมีนิยาม xsk, zsk ตามสมการ (34) เมื่อ s = 1, 2, . . . , q, k =
1, 2, . . . , q หรือ

x =



x11

x12
...

x1n

x21
...

xqq


∈ Rq2p, z =



z11
z12
...

z1m
z21
...

znm


∈ Rqmr, G = Iq ⊗H, F = Iq ⊗K, yvec =


Y11

Y12
...

YqN



11.3 ขั้นตอนวิธี ADMM
11.3.1 การใช ADMM รูปแบบปญหาการประมาณแบบจำลอง ARX ที่บงชี้ถึงเงื่อนไขเกรนเจอร
Alternating Direction Method of Multipliers หรือ ADMM เปนหนึ่งในการแกปญหาการหาคาเหมาะสุดแบบคอนเวกซ มี
ขั้นตอนวิธีตามรูปแบบตาม (18) โดยในหัวขอนี้ จะกลาวถึงการใช ADMM สำหรับปญหาการประมาณแบบจำลอง (13)

minimize
x,z

(1/2)∥yvec − G̃x̃− Fz∥22 + λ∥Px̃∥2,1

จะแกปญหาโดยการแยกฟงกชันออกเปนหลายสวนในปญหา (13) จะแยกออกมาดังนี้

f(x̃, z) = (1/2)∥yvec − G̃x− Fz∥22 = (1/2)

∥∥∥∥yvec −
[
G̃ F

] [x
z

] ∥∥∥∥2

2

h(x) = λ∥x∥2,1
เราสามารถเขียนปญหา (13) อยูในรูปใหมไดวา

minimize
x1,x2,x3

f(x1, x2) + h(x3)

subject to Px1 = x3

(35)

สมการ (13) สามารถเขียนสมการ augmented Lagrangian เพื่อมาแกปญหาการหาคาต่ำสุดของปญหา (35) ในรูปของ x1 ∈
Rq2p, x2 ∈ Rq(q−1)p และ ตัวแปรคูกัน (dual variable) u ∈ Rq(q−1)p ไดวา

Lρ(x1, x2, x3, u) = f(x1, x2) + h(x3) + uT (Px1 − x3) +
ρ

2
∥Px1 − x3∥22

คา ρ > 0 เรียกวาคาพารามิเตอรลงโทษที่สงผลตอความเร็วของการลูเขาสูคำตอบ เห็นไดจากคาของ ρ ยิ่งมีคาที่มากยิ่งสงผลให
พจน ∥Px1 − x3∥22 → 0 วิธี ADMM นั้นจะหาคาต่ำสุดของ augmented Lagrangian ที่เกิดจาก x1 โดยมอง x2 ในการ
update x1 จากนั้น จะหาคาต่ำสุดของ Lρ ที่เกิดจาก x2 โดยมอง x1 คงที่ วนซ้ำไปเรื่อยๆ โดยสามารถดูรายละเอียดไดจาก
[19]

(x+
1 , x

+
2 ) = argmin

x1,x2

(
f(x1, x2) + uT (Px1 − x3) +

ρ

2
∥Px1 − x3∥22

)
(36)

x+
3 = argmin

x3

(
h(x3) + uT (Px+

1 − x3) +
ρ

2
∥Px+

1 − x3∥22
)

(37)

u+ = u+ ρ
(
Px+

1 − x+
3

)
(38)
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เงื่อนไขหยุดของกระบวนการวนซ้ำคือ

∥Px+
1 − x+

3 ∥2 ≤ ϵpri และ ρ∥P T (x+
2 − x2)∥2 ≤ ϵdual

การปรับคา (x+
1 , x

+
2 ) ในสมการ (36) จะไดวาเทียบเทากับการแกสมการ([
G̃T G̃ G̃TF

F T G̃ F TF

]
+ ρ

[
P TP 0
0 0

])[
x+
1

x+
2

]
=

[
GT

F T

]
yvec +

[
P T

0

]
(ρx3 − u) (39)

การจะสามารถแกสมการ (39) เมทริกซ
[
G̃T G̃ G̃TF

F T G̃ F TF

]
+ ρ

[
P TP 0
0 0

]
ตองเปน invertible matrix

การปรับคา x+
3 ในสมการ (37) สามารถจัดรูปใหมเพื่อใหงายตอการแกปญหาไดวา

x+
3 = argmin

x3

(
λ∥x3∥2,1 + uT (Px+

1 − x3) +
ρ

2
∥Px+

1 − x3∥22
)

จากสมการ (37) สามารถเปลี่ยนรูปทั่วไปโดยให w = Px+
1 + u/ρ, γ = λ/ρ เปนปญหา

minimize
x

γ∥x∥2,1 + (1/2)∥x− w∥22 (40)

ปญหา (40) สามารถแสดงใหเห็นวามีคำตอบในรูปแบบปด ดูไดในหัวขอ 11.3.2

11.3.2 ขั้นตอนวิธีการคำนวณคำตอบของปญหาการประมาณแบบจำลอง

ขั้นตอนการคำนวณ x+
1 , x

+
2 โครงสรางของ G,F และ P ในสมการ (13) มีลักษณะดังนี้

G =


H 0 . . . 0
0 H . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . H

 , F =


K 0 . . . 0
0 K . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . K

 , P =


P1 0 . . . 0
0 P2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Pn


จากสมการ (39)([

GTG GTF
F TG F TF

]
+ ρ

[
P TP 0
0 0

])[
x+
1

x+
2

]
=

[
GT

F T

]
yvec +

[
P T

0

]
(ρx3 − u)

การแกสมการ (39) โดยการแกสมการในการหาคา x กอนแลวคอยหาคา z โดยการแกสมการดังนี้

(GTG+ ρP TP −GTF (F TF )−1F TG)x+
1 = GTyvec −GTF (F TF )−1F Tyvec + P T (ρx3 − u)

F TFx+
2 = F T (yvec −Gx+

1 )
(41)

เมื่อพิจารณาเมทริกในสมการ (41) สามารถเขียนอยูในรูป

yvec =


(yvec)1
(yvec)2

...
(yvec)q

 , x+
1 =


(x1)

+
1

(x1)
+
2...

(x1)
+
q

 , x+
2 =


(x2)

+
1

(x2)
+
2...

(x2)
+
q

 , x3 =


(x3)1
(x3)2

...
(x3)q
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GTG+ ρP TP −GTF (F TF )−1F TG =


Q1 0 . . . 0
0 Q2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Qn



GTyvec −GTF (F TF )−1F Tyvec + P T (ρx2 − µ) =


R1

R2
...

Rn



F TF =


KTK 0 . . . 0
0 KTK . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . KTK



F T (yvec −Gx) =


KT ((yvec)1 −H(x1)

+
1 )

KT ((yvec)2 −H(x1)
+
2 )...

KT ((yvec)q −H(x1)
+
q )


โดยที่ Ri = HT (yvec)i−HTK(KTK)−1K(yvec)i+P T

i (ρ(x3)i−ui) และ Qi = HTH+ρP T
i Pi−

HTK(KTK)−1KTH เมื่อ i = 1, 2, . . . , q จะเห็นไดวาเราสามารถแกสมการ (39) โดยการแกสมการยอย

Qi(x1)
+
i = Ri

KTK(x2)
+
i = KT ((yvec)i −H(x1)

+
i )

ขั้นตอนการคำนวณ x+
3 จากสมการ (40) เรานิยามให x3 =

[
(x3)

T
1 (x3)

T
2 · · · (x3)

T
L

]T และw =
[
wT

1 wT
2 · · · wT

L

]T
minimize

x3

γ∥x3∥2,1 + (1/2)∥x3 − w∥22

สมการ (40) สามารถเขียนใหมไดวา

minimize
(x3)1,(x3)2,...,(x3)L

(
γ∥(x3)1∥2 + (1/2)∥(x3)1 − w1∥22

)
+ · · ·+

(
γ∥(x3)L∥2 + (1/2)∥(x3)L − wL∥22

)
(42)

จาก (42) สามารถแยกเปนกลุมยอยๆ เพื่อหาคา (x3)i เมื่อ i = 1, 2, . . . , L เปนปญหายอย

minimize
(x3)i

γ∥(x3)i∥2 + (1/2)∥(x3)i − wi∥22 (43)

และปญหา (43) มีคำตอบเปน
(x3)

+
i = max

{
1− γ

∥wi∥2
, 0

}
wi

11.4 ปญหาการประมาณแบบจำลองในรูปแบบ Lasso และ Group Lasso
การประมาณคาพารามิเตอรในแบบจำลองตางๆ เชน แบบจำลอง AR, แบบจำลอง ARX, แบบจำลองปริภูมิสถานะ (state

space model) หนึ่งในวิธีที่นิยมใชในการประมาณแบบจำลองคือวิธีกำลังสองต่ำสุด ดวยวิธีกำลังสองต่ำสุดนี้การประมาณคาพารามิเตอร
ใหใกลกับคาจริงจำเปนตองใชขอมูลที่มาก เพราะไมมีการใสลักษณะของพารามิเตอรบังคับเขาไปในการประมาณ ถาพิจารณาถึง
ลักษณะของคาพารามิเตอรที่ควรจะไดเขาไปในการประมาณก็จะสามารถประมาณพารามิเตอรไดดีขึ้น Lasso และ Group Lasso
เปนการประมาณคาพารามิเตอรในรูปแบบหนึ่งที่คาพารามิเตอรมีจำนวนของคา 0 ในพารามิเตอรที่ควรประมาณไดจำนวนหนึ่ง โดย
การเพิ่มฟงกชันลงโทษเขาในในฟงกชันจุดประสงค
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ปญหา Lasso
ปญหา Lasso เปนปญหากำลังสองต่ำสุดที่มีการเพิ่มฟงกชั่นลงโทษแบบนอรม-1 เขาไป เพื่อหารูปแบบของคา 0 บนพารามิเตอร
x ที่ตองการประมาณจากปญหาการประมาณพารามิเตอรดวยวิธีกำลังสองต่ำสุด [14] ดังสมการ

minimize
x

(1/2)∥Gx− y∥22 + λ∥x∥1 (44)

ยกตัวอยางปญหา Lasso เชนการประมาณกำลังสองต่ำสุดในรูปแบบของสเกลาร

minimize
x

f(x) =
1

2
(ax− b)2 + λ|x| (45)

ปญหา (45) a ≥ 0 สามารถแบงไดเปนสองกรณีคือ

• กรณี x ≥ 0 f(x) =
1

2
(ax− (b− λ

a
))2 +

1

2
(−(b− λ

a
)2 + b2)

axmin =

b− λ

a
เมื่อb ≥ λ

a
0 otherswise

• กรณี x ≤ 0 f(x) =
1

2
(ax− (b+

λ

a
))2 +

1

2
(−2aλ− λ2)

axmin =

b+
λ

a
เมื่อb ≤ −λ

a
0 otherswise

หรือวาเขียนอยูในรูป

xmin =


sign(b)

a

(
|b| − λ

a

)
|b| ≥ λ

a

0 otherswise
จะเห็นไดวา ถาเพิ่ม λ ≥ |a| จะทำใหเกิดรูปแบบของ 0 ขึ้นมา

กรณี vector ในกรณีทั่วไปปญหา lasso จะตองเขียนตามปญหา (44) จะมีความลำบากในการหา unique solution เพื่อ
จะดูคา 0 ของคำตอบ เนื่องจาก ∥·∥1 เปนฟงกชันที่ไมสามารถหาอนุพันธที่คา x = 0 ดังนั้นจำเปนตองพิจารณาดวยวิธี sub-
gradient เมื่อให s คือ sub-gradient ของ ∥x∥1 sub-gradient ของปญหา (44) จะเปนดังนี้

minimize
x

h(x) = (1/2)∥Ax− b∥22 + λ∥x∥1

∂h(x) = GT (Gx− b) + λs
G =

[
g1 g2 · · · gn

]
s =

[
s1 s2 · · · sm

]T
si =


xi

|xi|
เมื่อ xi ̸= 0

[−1, 1] เมื่อ xi = 0

∂hj(x) = gTj (
∑n

i=1 gixi − b) + λsj

ถาปญหา (44) มีคำตอบ 0 ∈ ∂h(x) ดังนั้นจะสามารถเห็นจากสมการดานบนไดวา ถา λ > gTj (
∑n

i=1,i ̸=j gixi− b) แลว
xj = 0 จะเห็นไดวาเมื่อ λ มีคามากถึงระดับหนึ่งสงผลใหเกิดคา 0 ในคำตอบที่มากขึ้น

ปญหา Group Lasso
Group lasso มีลักษณะคลายกับปญหา Lasso แตปญหาแบบ Group lasso ตองการบังคับใหคำตอบมีคา 0 พรอมกันเปนกลุม

minimize
x

h(x) = (1/2)∥y −Gx∥2 + λ
∑L

i=1∥xi∥2 (46)
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จากสมการ (46) จะเห็นการจัดกลุมดวยการจัดพารามิเตอรใหเปนกลุมโดยผานนอรม-2 และ นำมาบวกกันทั้งหมดใหคลาย
กับลักษณะของนอรม-1 และจากสมการ (44) (46) และ เมื่อคา λ มีคามากขึ้นสงผลทำใหเกิดคา 0 ในคำตอบมีคามากขึ้นโดย
พิจารณา sub-gradient ของปญหา (46) เปนดังนี้

∂h(x∗) = −GT (b−Gx∗) + λs(x∗) (47)
โดย s(x) เปน sub-gradient ของ ∑L

i=1∥xi∥2 พิจารณา s(w) เมื่อ w =
[
wT

1 wT
2 . . . wT

L

]T
s(w) = (s1(w), s1(w), . . . , sL(w))

sk(w) =


wk

∥wk∥2
if wk ̸= 0

any vector that ∥sk∥2 ≤ 1 if wk = 0

ให G =
[
G1 G2 . . . GL

]
และ x =

[
xT
1 xT

2 . . . xT
L

]T เมื่อพิจารณาสมการ (47) ที่ block ทอนที่ i เมื่อ
แทนคำตอบของปญหา (46) ใน ∂h(x) ตองมีคา 0 เปนสมาชิกใน ∂h(x∗)

0 ∈ ∂h(x∗) = −GT
i (b−Gx∗) + λsi(x

∗) (48)

กำหนดให q∗i = b−
∑L

j=1,j ̸=i Gjx
∗
j จะสามารถเปลี่ยนปญหา (48) ใหเขียนอยูในรูป

0 ∈ −GT
i (q

∗
i −Gix

∗
i ) + λgi(x

∗) (49)

เมื่อพิจารณาสมการ (49) เราสามารถพิสูจนไดวา ถา λ > ∥GT
i q

∗
i ∥2 แลว x∗

i = 0 โดยจะพิสูจนโดยใชการขัดแยง

Proof จะพิสูจน
λ > ∥GT

i q
∗
i ∥2 → x∗

i = 0 (50)
โดยใชการขัดแยง

ประโยคเริ่มตน ให λ > ∥GT
i q

∗
i ∥2 และ x∗

i ̸= 0

พิสูจนการขัดแยง เนื่องจาก x∗
i ̸= 0 ดังนั้น si(x

∗) =
x∗
i

∥x∗
i ∥2

ดังนั้น

−GT
i (q

∗
i −Gix

∗
i ) + λsi(x

∗) = −GT
i q

∗
i +GT

i Gix
∗
i + λ

x∗
i

∥x∗
i ∥2

= 0

คูณดวย xT
i ตลอดสมการ

−x∗T
i GT

i q
∗
i + x∗T

i GT
i Gix

∗
i + λ∥x∗

i ∥2 = 0
x∗T
i GT

i Gix
∗
i + λ∥x∗

i ∥2 = x∗T
i GT

i q
∗
i

x∗T
i GT

i Gix
∗
i + λ∥x∗

i ∥2 = ∥x∗T
i GT

i q
∗
i ∥2

∥Gix
∗
i ∥22 + λ∥x∗

i ∥2 ≤ |x∗
i ∥2∥GT

i q
∗
i |

∥GT
i q

∗
j∥2 ≥ ∥Gix

∗
i ∥22

∥x∗
i ∥2

+ λ ≥ λ (เกิดการขัดแยง)

λc ที่ทำใหคำตอบเกิดคาศูนยมากที่สุด

ปญหา (44), (46) แสดงใหเห็นถึงการเกิดคำตอบที่เปนศูนยขึ้นกับคา λ ยิ่งคา λ มีคามากก็ยิ่งทำใหเกิดคาศูนยของคำตอบที่
มาก หัวขอนี้จะกลาวถึง คา λc ที่ทำใหพจนทั้งหมดที่ทำเปน Group lasso มีคาเปน 0 หรือ λ∥Px̃∥2,1 = 0 ในปญหา (13)

minimize
x̃,z

(1/2)∥yvec − G̃x̃− Fz∥22 + λ∥Px̃∥2,1

เราสามารถเรียงคา x̃ และ G̃ ดังนี้
x̃

∆
=

[
xp

xq

]
, G̃

∆
=

[
Gp Gq

]
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โดยที่ xp คือคา x̃ ที่อยูใน Px̃, xq คือคา x̃ ที่ไมอยูใน Px̃ และ Gp, Gq คือ G ที่เรียง column ใหตรงกับ xp และ xq

ปญหา (13) สามารถเปลี่ยนรูปเปน

minimize
xp,xq ,z

(1/2)∥yvec −Gpxp −Gqxq − Fz∥22 + λ∥xp∥2,1 (51)

ถาตองการคำตอบของปญหา (51) มีคา x∗
p = 0 คา λ > λc โดย λc สามารถดูจากประโยค (50) ไดวา

minimize
xq ,z

(1/2)∥yvec −Gqxq − Fz∥22

λc = max
i

∥GT
pi
q∗i ∥2

ถา x∗
p = 0 แลว q∗i = q∗ = yvec −Gqx

∗
q − Fz∗ จากปญหา (51) เราสามารถหาคา x∗

q, z
∗, q∗ และ λc ไดวา[

x∗
q

z∗

]
=

[
GT

q Gq GT
q F

F TGq F TF

]−1 [
GT

p

F T

]
yvec

Rproj =
[
Gp F

] [GT
q Gq GT

q F
F TGq F TF

]−1 [
GT

p

F T

]
q∗ = (I −Rproj)yvec
λc = max

i
∥GT

pi
(I −Rproj)yvec∥2

11.5 วิธีการคำนวณคา BIC ของแบบจำลอง ARX
หัวขอนี้จะกลาวถึงการเปลี่ยนวิธีการคำนวณคา BIC ที่อยูในรูปสมการ (21) ใหอยูในรูปสมการ (23)

BIC = −2L+ d logN

โดย N เปนจำนวนขอมูล, L เปนคาลอการิทึมของฟงกชันความเปนไปได (log likelyhood function) และคา d คือ จำนวน
ตัวแปรที่มีผลตอการประมาณ คา L มีนิยามวา

L(θ) = log(f(y|θ))

f(y|θ) เรียกวาฟงกชันความเปนไปได f(y|θ) เปนฟงกชันความหนาแนนของความนาจะเปนแบบมีเงื่อนไข (conditional like-
lihood function) ของสัญญาณขาออก y สำหรับพารามิเตอรในแบบจำลอง θ คาหนึ่งๆ [17] ถาเราสมมุติวาระบบโครงสราง
เปนแบบจำลอง ARX และมีขอมูลสัญญาณขาออก y(1), y(2), . . . , y(N), สัญญาณขาเขา u(1), u(2), . . . , u(N) และ
สัญญาณรบกวนแบบ guassian noise e ∼ N (0,Σ) เราสามารถหาฟงกชันความนาจะเปนไดวา

f(y|θ) = f(y|A,B,Σ) = f(y(p+ 1), . . . , y(N)|y(p), . . . , y(1), u(1), . . . , u(N))
= 1

(2π)
N−p

2

1

detΣ
N−p

2

exp
(
− 1

2
tr((Y − AH −BK)TΣ−1(Y − AH −BK))

)
โดย Y , H และ K มีการเรียงเมทริกซตามสมการ (6) จากนิยามของ L สามารถเขียนไดวา

L(A,B,Σ) = log(f(y|A,B,Σ))

= N−p
2

log detΣ−1 − 1
2
tr((Y − AH −BK)TΣ−1(Y − AH −BK))

(52)

เนื่องจาก Σ เปน positive definite matrix ดังนั้น Σ−1 สามารถแยกออกมาในรูปของ Σ−1 = LTL ดังนั้นสมการ (52)
สามารถเขียนอยูในรูปใหมไดวา

L(A,B,Σ) = N−p
2

log detΣ−1 − 1
2
tr((Y − AH −BK)TLTL(Y − AH −BK))

−2L(A,B,Σ) = (N − p) log detΣ + ∥L(Y − AH −BK)∥2F

ในสมการ (22) เราสามารถจัดรูปใหมของ Σ̂ โดยในเรียงเมทริกซตามสมการ (6)

Σ̂ =
1

N − p

∑N
t=p+1 ê(t)e(t)

T

=
1

N − p
(Y − ÂH − B̂K)(Y − ÂH − B̂K)T

(53)
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พิจารณาพจน ∥L(Y − AH −BK)∥2F ที่แทนคา A = Â, B = B̂ และ Σ = Σ̂

∥L(Y − ÂH − B̂K)∥2F = tr
(
(Y − ÂH − B̂K)TLTL(Y − AH −BK)

)
= tr

(
(Y − ÂH − B̂K)(Y − ÂH − B̂K)TLTL

)
= tr

(
(Y − ÂH − B̂K)(Y − ÂH − B̂K)T Σ̂−1

)
= tr

(
(N − p)Σ̂Σ̂−1

)
= q(N − p)

ดังนั้น BIC จะสามารถเขียนในรูปไดวา

BIC = (N − p) log det Σ̂ + q(N − p) + d logN

เนื่องจากคาBIC เปนคาที่ใชในการเปรียบเทียบ ดังนั้นเมื่อลบหรือหารดวยคาคงที่ก็เพียงแตทำใหระดับของเลขนัยสำคัญเปลี่ยน
ไปเทานั้น เมื่อนำคา BIC หารดวย N − p แลวลบดวย q จะไดวา

BIC = log det Σ̂ +
d logN

N − p

11.6 ชุดคำสั่ง MATLAB ที่ใชในโครงงาน
gen_sparseARX เปนฟงกชันที่สรางแบบจำลองถดถอยตัวเองแบบมีสัญญาณขาเขาภายนอก

• input : p, q, n, m, density

• output :A,B

gen_time_series เปนฟงกชันที่สรางอนุกรมเวลาจากแบบจำลอง ARX

y(t) = A1y(t− 1) + · · ·+ Apy(t− p) +B1u(t− 1) + . . .+Bru(t− r) + e(t)

• input : A, B, u, y(1),y(2),. . .,y(p) และ noise_variance

• output : y

est_ARX_uncon เปนฟงกชันที่ประมาณแบบจำลอง ARX วิธีกำลังสองต่ำสุดตามสมการ (5)

minimize
A,B

(1/2)

( N∑
t=p+1

∥∥y(t)− p∑
j=1

Ajy(t− j)−
r∑

j=1

Bku(t− j)
∥∥2

2

)
• input : y, u, p, q

• output : Â, B̂, ŷ

est_ARX_zc เปนฟงกชันที่ประมาณแบบจำลองถดถอดตัวเองแบบมีสัญญาณขาเขาภายนอกดวยวิธีกำลังสองต่ำสุดแบบมี
เงื่อนไขเกรนเจอร ตามสมการ (9)

minimize
A,B

(1/2)∥Y − AH −BK∥2F
subject to (A1)ij = (A2)ij = · · · = (Ap)ij = 0 (i, j) ∈ I

โดย est_ARX_zc มีฟงกชันยอยคือ veccoefmat_ARX

• input : y, u, p, q, ind_z

• output : Â, B̂, ŷ
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veccoefmat_ARX เปนฟงกชันที่เปลี่ยนเมทริกซตามสมการ (9) ใหเปนปญหาเวกเตอรตามสมการ (10)

• input : Y, H, K

• output : G, F, yvec

linindex เปนฟงกชันที่สราง index ของการเปลี่ยนปญหา (9) ใหอยูในรูปปญหา (10)

• input : n, m, p

• output : ind

est_lasso_arx เปนฟงกชันที่ประมาณแบบจำลอง ARX ตามปญหา (12)
ประกอบดวย linindex, sparse_arx_admm

minimize
A,B

(1/2)∥Y − AH −BK∥2F + λg(A)

subject to (A1)ij = (A2)ij = · · · = (Ap)ij = 0 (i, j) ∈ J

• input : y, u, p, q

• output : Â, B̂, ŷ, non_zero_ind

sparse_arx_admm เปนฟงกชันยอยที่แกปญหา (13)

minimize
x,z

(1/2)∥yvec − G̃x̃− Fz∥22 + λ∥Px̃∥2,1

• input : A, B, u, yvec และ λ

• output : x̂, ẑ, non_zero_ind
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