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บทคัดยอ

ในโครงงานนี้ เราศึกษาและเปรียบเทียบขั้นตอนวิธีสำหรับแกปญหาการหาคาเหมาะสุดที่สำคัญสองปญหา ในการประมาณแบบ
จำลอง ปญหาแรกจัดอยูในกลุมปญหากำลังสองตํ่าสุด (least-squares problem) ที่มีเงื่อนไขบังคับเปนสมการเชิงเสน เราจะแสดง
ใหเห็นวาผลเฉลยของปญหาขอแรกนี้ เปนผลเฉลยในรูปแบบปด (closed-form solution) ซึ่งไดจากการแกระบบสมการเชิงเสน สวน
ปญหาที่สอง มีฟงกชันจุดประสงคประกอบดวยสองสวนคือ ฟงกชันสูญเสียแบบกำลังสอง และ ฟงกชันลงโทษที่อยูในรูปของนอรม-1
เนื่องจากฟงกชันลงโทษในรูปนอรม-1 ไมสามารถหาอนุพันธได เราจึงไมสามารถใชเทคนิคพื้นฐาน เชน วิธีเกรเดียนต หรือ วิธีนิวตัน
ในการแกปญหาที่สอง นอกจากนั้น ถึงแมวาปญหาที่สองนี้ จะเปนปญหาคอนเวกซ แตเมื่อปญหามีขนาดใหญ นั่นคือมีตัวแปรในหลัก
พัน หรือ หมื่นตัว การแกปญหาจะตองคำนึงถึงขอจำกัดในดานทรัพยากรที่ใชในการคำนวณดวย เชน ขอจำกัดดานพื้นที่หนวยความ
จำ เปนตน ดังนั้นในโครงงานนี้ จึงศึกษาขั้นตอนวิธีในอันดับหนึ่ง (first-order methods) ซึ่งอาศัยเกรเดียนตของฟงกชันจุดประสงค
สวนที่หาอนุพันธไดในฟงกชันจุดประสงคเปนหลัก รวมทั้งเปรียบเทียบสมบัติตางๆ ของขั้นตอนวิธีเหลานั้น เชน สมบัติการลูเขาในทาง
ปฏิบัติ หรือ เวลาโดยเฉลี่ยที่ใชในการคำนวณ เปนตน หลังจากนั้นจะนำขั้นตอนวิธีที่ถูกทดสอบแลว วามีประสิทธิภาพสูงสุดตามเกณฑ
ที่กำหนดขึ้น ไปประยุกตใชเพื่อแกปญหาการหาแบบจำลองพลวัต และ การเรียนรูโครงสรางเชิงสาเหตุในขอมูลการ ทำงานของสมอง
ตอไป

คำสำคัญ : การหาคาเหมาะสุดแบบคอนเวกซ, ฟงกชันลงโทษแบบนอรม-1, การถดถอยตัวเองแบบลาซโซกลุม, ขั้นตอนอันดับหนึ่ง

abstract

In this project, we study and compare algorithms for solving two optimization problems in model estimation.
The first problem is a least-squares problem with linear equality constraints. We show that this problem has a
closed-form solution that can be obtained by solving linear equations. The second problem has an objective
function that can be split into two parts; a quadratic loss term and an ℓ1-norm regularization term. Since the ℓ1-
norm regularization term is nondifferentiable, some well-known classical methods such as gradient and Newton
methods are not applicable to this problem. Moreover, the computational cost is an important factor to be
considered especially when the problem dimension is high, i.e., having ten thousands variables or more. Thus, in
this project, we study first-order methods based on the gradient of the differentiable term in the cost objective
and compare their properties. Consequently, we apply the best algorithm according to our criterion to solve the
problem of learning causal structure of brain connectivity in fMRI time series.
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1



รายงานฉบับสมบูรณ วิชาโครงงานวิศวกรรมไฟฟา ปการศึกษา 2555
การเปรียบเทียบขั้นตอนวิธีแบบเร็ว สำหรับปญหาการประมาณที่ใชนอรม-1

A Comparison of Fast Algorithms for ℓ1-Type Penalized Estimation Problems
นายพุฒิไชย เลิศกุลทานนท 5230367921 กลุมวิจัยการควบคุมและการหาคาเหมาะสุดขั้นสูง

อาจารยที่ปรึกษา อ.ดร.จิตโกมุท สงศิริ หองปฏิบัติการวิจัยระบบควบคุม
ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟา คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย

1 บทนำ

ในโครงงานนี้ เราสนใจปญหาการประมาณแบบจำลอง
ระบบของขอมูลทางเวลา ซึ่งเมื่อจัดรูปเปนปญหาการหาคา
เหมาะสุดแลวจะอยูในรูป

minimize f(x) + λ∥x∥1 (1)

โดยที่ x ∈ Rn เปนตัวแปรสำหรับปญหาการหาคาเหมาะ
สุด แสดงถึงคาพารามิเตอรของแบบจำลองที่ตองการประมาณ,
f(x) เปนฟงกชันการสูญเสีย เชน ฟงกชันการสูญเสียแบบกำลัง
สอง (quadratic loss function) หรือ ฟงกชันลอการิทึมของ
ความเปนไปได (negative of log-likelihood function), ∥x∥1
เรียกวาเปนฟงกชันลงโทษแบบนอรม-1 ทำหนาที่ควบคุมขนาด
ของตัวแปร x, และ จำนวนจริง λ > 0 จะเรียกวาเปน
พารามิเตอรลงโทษ (penalty parameter)

การหาคาตํ่าสุดของ f(x) เพียงอยางเดียว จะเปนการหา
คาพารามิเตอรของแบบจำลอง ที่สามารถอธิบายขอมูลที่มีไดดี
ที่สุด (อยางเชน พารามิเตอรที่ทำใหผลตางของขอมูลจริง กับ
สัญญาณขาออก จากแบบจำลอง มีขนาดนอยที่สุด เปนตน)
สวนการเพิ่มฟงกชันลงโทษรูปแบบใดๆก็ตาม ลงในฟงกชันจุด
ประสงค จะเปนการปรับปรุงคุณสมบัติของผลเฉลยปญหา (1)
ใหมีรูปแบบตามตองการ ขึ้นกับรูปแบบของฟงกชันลงโทษที่
เพิ่มลงไป แตทั้งนี้ ก็จะตองแลกกับการยอมใหพารามิเตอรที่หา
ได อธิบายขอมูลจริงไดแยลง โดยทั้งหมดนี้ จะมีพารามิเตอร λ
เปนตัวกำกับวา ในการหาผลเฉลยของปญหาการหาคาเหมาะ
สุด เราจะใหความสำคัญกับ ความสามารถในการอธิบายขอมูล
จริง ของพารามิเตอรที่หาได หรือ รูปแบบของผลเฉลยที่ตรง
ตามเงื่อนไขที่ตองการมากกวากัน นั่นคือ หากพารามิเตอร λ
มีขนาดเล็ก แสดงวาในปญหานั้น เราใหความสำคัญกับความ
สามารถในการอธิบายขอมูลจริง ของพารามิเตอรมากกวา

เปนที่ทราบกันดีวาฟงกชันลงโทษแบบนอรม-1 ถูกเลือกมา

ใช เมื่อเราตองการใหพารามิเตอรของแบบจำลองบางคา มีคา
เปนศูนย [1] เราเรียกลักษณะของผลเฉลย x ที่มีสมาชิกเปน
ศูนยจำนวนมากวาเปน ผลเฉลยเบาบาง (sparse solution)
ผลเฉลย x ในลักษณะนี้ นอกจากจะทำใหเราใชพารามิเตอรใน
การอธิบายระบบเปนจำนวนนอยลงแลว ยังอาจเปนประโยชน
ตอการนำระบบที่ประมาณได ไปวิเคราะหตีความตอไปอีกดวย
สำหรับปญหา (1) ที่มี f เปนฟงกชันสูญเสียกำลังสอง ปญหา
ดังกลาวเปนที่รูจักกันในนาม ปญหาลาซโซ [2]

ที่ผานมา มีงานวิจัยจำนวนมาก ใหความสนใจเกี่ยวกับ
ปญหาการประมาณที่ใชฟงกชันลงโทษแบบนอรม-1 เนื่องจาก
ปญหาในรูปแบบดังกลาว มีที่ประยุกตใชงานในหลายดาน ทั้ง
ในปญหาการจำแนกหมวดหมู (classification problems) เชน
การวิเคราะหผูปวยโรคมะเร็งจากขอมูลโปรตีนในเลือด [3, บท
ที่ 18], การจำแนกผูปวยเปนเนื้องอกจากการวิเคราะหลำดับ
ยีน เปนตน หรือในปญหาการหาแบบจำลองของระบบ เชน
ปญหาการหาแบบจำลองขอมูลคลื่นไฟฟาหัวใจ [4], ปญหาการ
แกไขภาพเบลอ [5] เปนตน

ในโครงงานฉบับนี้ จะศึกษาการแกปญหาการประมาณ
แบบจำลองโครงสรางเชิงสาเหตุในขอมูลการทำงานของสมอง
[6] โดยขอมูลการทำงานของสมองในที่นี้คือ ขอมูลระดับ
ออกซิเจนในเลือดที่วัดไดจากสมองบริเวณตางๆ ในแตละเวลา
กระบวนการ functional Magnetic Resonance Imaging
(fMRI) เราเลือกใชแบบจำลองที่ใชบรรยายโครงสรางการทำงาน
ของสมอง เปนแบบจำลองถดถอยตัวเองแบบเวกเตอร (Multi-
variate Autoregressive Model หรือ MAR) ซึ่งสามารถเปน
เขียนสมการไดคือ

y(t) = A1y(t−1)+A2y(t−2)+ · · ·+Apy(t−p)+η(t) (2)

โดยที่ y(·) ∈ Rn คือ เวกเตอรขอมูลระดับออกซิเจนในเลือดที่
วัดไดจากสมองบริเวณตางๆ นั่นคือ yi จะเปนขอมูลที่วัดไดจาก
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โนดที่ i ในสมอง สวน Ak ∈ Rn×n
, k = 1, 2, . . . , p คือ

พารามิเตอรของระบบ และ η(t) คือ สัญญาณรบกวน
นอกจากนั้น เรายังใชเงื่อนไขความสัมพันธเชิงเหตุและผล

แบบเกรนเจอร (Granger causality) ในการอธิบายความ
สัมพันธระหวางตัวแปรคูใดๆในระบบดวย ซึ่งสามารถกลาวโดย
สรุปคือ หากขอมูล yj ไมใชสาเหตุแบบเกรนเจอรตอการเกิด yi

แลว
[Ak]ij = 0 (3)

ทุกคา k = 1, 2, . . . , p [7] โดยที่ [Ak]ij หมายถึงสมาชิก
ตัวที่ (i, j) ของเมทริกซ Ak เราเรียก รูปแบบตำแหนงของ
สมาชิกที่เปนศูนย ในเมทริกซ Ak ใดๆ วาเปน รูปแบบศูนย
(sparsity pattern) ของ Ak และ เราจะเรียก Ak สำหรับ
k = 1, 2, . . . , p ที่มีสมบัติตาม (3) วามี รูปแบบศูนย
รวม ดังนั้นหากสมองแตละสวน ไมไดมีความสัมพันธกับสมอง
ทุกๆสวน เราสามารถคาดการณไดวาเมทริกซ Ak แตละตัว จะ
มีรูปแบบศูนยรวมกัน เราจึงใชสมบัติขอนี้เปนแนวทางเพื่อเขียน
ปญหาการประมาณแบบจำลองระบบ ใหเปนปญหาการหาคา
เหมาะสุดแบบคอนเวกซในรูปแบบ

minimize
A

f(A) + λg(A) (4)

โดย A = [A1 A2 · · · Ap] และ g(A) เปนฟงกชันลงโทษซึ่ง
จะทำใหผลเฉลย A1, A2, . . . , Ap ที่ไดมีรูปแบบศูนยรวม

หากปญหาในรูปแบบ (4) เปนปญหาคอนเวกซ นั่นคือเปน
ปญหาที่มีฟงกชันจุดประสงคเปนฟงกชันคอนเวกซแลว วิธีจุด
ภายใน (interior-point method) เปนวิธีหนึ่งที่ถูกนำมาใช
กันใชกันอยางแพรหลาย มีงานวิจัยตีพิมพมากมายเกี่ยวกับวิธี
จุดภายใน [1, บทที่ 11] นอกจากนั้นยังมีโปรแกรมสำเร็จรูป
สำหรับแกปญหาคอนเวกซโดยเฉพาะอยางเชน CVX [8] อีก
ดวย แตทั้งนี้ วิธีจุดภายในยังคงมีขอจำกัดคือ มีคาสิ้นเปลือง
ในการคำนวณในแตละรอบการวนซํ้าสูงมากถาหากปญหามี
ตัวแปรจำนวนมาก (ระดับหมื่นตัว หรือมากกวานั้น) เนื่องจาก
ในแตละรอบการวนซํ้า จะตองคำนวณเมทริกซอนุพันธอันดับที่
สอง (Hessian matrix) ของฟงกชันกีดกันแบบลอการิทึม (log-
arithmic barrier function) และแกสมการเชิงเสนซึ่งเกี่ยวของ
กับเมทริกซดังกลาว ซึ่งทำไดคอนขางยากเมื่อปญหามีขนาด
ใหญขึ้น ดังนั้น จากขอจำกัดทางดานเวลา และ ตัวประมวล

ผล สำหรับปญหาขนาดใหญ เราจึงตองเลือกใชขั้นตอนวิธีซึ่งถึง
แมวาจะมีสมบัติการลูเขาที่ดอยลงมา แตในขณะเดียวกันก็มีคา
สิ้นเปลืองในการคำนวณ ในแตละรอบวนซํ้าที่คอนขางตํ่า เมื่อ
เปรียบเทียบกับวิธีจุดภายในดังกลาว

ขั้นตอนวิธีที่นำมาใชในการแกปญหาการประมาณนี้ คือ ขั้น
ตอนวิธี ADMM (Alternating Direction Method of Multi-
pliers) [9] และ ขั้นตอนวิธี FISTA (Fast Iterative Shrinkage-
Thresholding Algorithm) [5] ซึ่งมีสองแบบคือ แบบระยะขั้น
คงที่ และ แบบระยะขั้นแปรคา ขั้นตอนวิธีที่เลือกมาใช เปนขั้น
ตอนวิธีที่นิยมใชในการแกปญหาคอนเวกซ นอกจากนั้นยังเปน
ขั้นตอนวิธีที่มีคาสิ้นเปลืองในการคำนวณคอนขางตํ่า เนื่องจาก
อาศัยเพียงเกรเดียนตของฟงกชันในการคำนวณแตละรอบการ
วนซํ้าเทานั้น

2 ระเบียบวิธีที่นำเสนอในโครงงาน

2.1 ปญหาการหาแบบจำลอง MAR

สำหรับขอมูลอนุกรมเวลา y(1), y(2), . . . , y(N) เรา
สามารถใชแบบจำลองถดถอยตัวเองแบบเวกเตอร อันดับ p

ซึ่งแสดงไดดวย (2) เพื่ออธิบายความสัมพันธของขอมูลที่เวลา
ตางๆ สำหรับโครงงานนี้ เราสนใจวา ที่อันดับ p คาหนึ่ง เรา
จะหามีวิธีการพารามิเตอร A1, A2, . . . , Ap อยางไร เพื่อให
พารามิเตอรเหลานี้สามารถอธิบายขอมูลไดดีที่สุด วิธีที่งายวิธี
หนึ่งในการใชเลือกพารามิเตอร คือ ใชฟงกชันสูญเสียแบบกำลัง
สองเปนตัวตัดสิน กลาวคือ เลือกพารามิเตอรที่ทำใหฟงกชัน

f(A) = (1/2)

N∑
t=p+1

∥∥∥∥∥y(t)−
p∑

k=1

Aky(t− k)

∥∥∥∥∥
2

2

มีคาตํ่าสุด ทั้งนี้เราอาจเขียนฟงกชัน f ใหอยูในรูปแบบที่
กระชับขึ้นเปน

f(A) = (1/2)∥Y −AH∥2F , (5)

โดยที่

A = [A1 A2 · · · Ap] ∈ Rn×np
,

Y = [y(p+ 1) y(p+ 2) · · · y(N)] ∈ Rn×(N−p)
,
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H =



y(p) y(p+ 1) · · · y(N − 1)

y(p− 1) y(p) · · · y(N − 2)

... ... . . . ...
y(1) y(2) · · · y(p)


∈ Rnp×(N−p).

ปญหากำลังสองตํ่าสุดนั้น เปนที่ทราบกันดีวาเปนปญหาที่
งาย เนื่องจากมีผลเฉลยในรูปแบบปด หากเราพิจารณาปญหา
การหาแบบจำลอง ที่คำนึงถึงเงื่อนไขความสัมพันธเชิงเหตุและ
ผลแบบเกรนเจอรดวย เราสามารถแบงปญหาดัง กลาวออกเปน
สองกรณี ดังตอไปนี้
กรณีทราบรูปแบบศูนยรวมของ A1, A2, . . . , Ap

สำหรับกรณีนี้ เราสามารถเขียนปญหาการหาแบบจำลองให
อยูในรูปปญหาการหาคาเหมาะสุดที่มีเงื่อนไขบังคับเปนสมการ
ได คือ

minimize
A

∥Y −AH∥2F

subject to (Ak)ij = 0, (i, j) /∈ V, k = 1, 2, . . . , p

(6)
โดยที่ V คือเซตของตำแหนงสมาชิกที่ไมเปนศูนยของ
พารามิเตอร Ak, k = 1, 2, . . . , p

ถาตัดตัวแปรที่เปนศูนยออกไป เราจะสามารถเขียนปญหา
นี้ใหอยูในรูปปญหากำลังสองตํ่าสุดได n ปญหา โดยจะแสดง
การพิสูจนไวในภาคผนวก ดังนั้นปญหานี้จึงมีผลเฉลยในรูป
แบบปดเหมือนกับปญหากำลังสองตํ่าสุดทั่วๆไป ซึ่งงายตอการ
คำนวณ และ มีคาสิ้นเปลืองในการคำนวณนอยกวาการหาผล
เฉลยของ (6) โดยใชวิธีวนซํ้า เปนอยางมาก หาก M2 คือ
ความหนาแนนของสมาชิกที่ไมเปนศูนยในพารามิเตอร ในการ
แกปญหากรณีนี้ จะมีคาสิ้นเปลืองในการคำนวณอยูในอันดับ
ประมาณ O(n(Mp)3) ซึ่งแปรผันตามจำนวนตัวแปรในแบบ
จำลอง MAR (n) ดวยอัตราเชิงเสนเทานั้น สำหรับการศึกษา
และ เปรียบเทียบขั้นตอนวิธีที่จะนำมาใชแกปญหาการหาแบบ
จำลองในโครงงานนี้ จึงกลาวถึงเพียงปญหาแบบที่สอง ซึ่งจะได
กลาวถึงตอไป
กรณีไมทราบรูปแบบศูนยรวมของ A1, A2, . . . , Ap

สำหรับกรณีนี้ เราตองการเสนอรูปแบบปญหา (4) ที่จะ
ทำใหผลเฉลย A1, A2, . . . , Ap มีสมาชิกเปนศูนยจำนวนมาก
รวมทั้งมีรูปแบบศูนยรวมดวย เราจึงเสนอใหเพิ่มพจนฟงกชัน
ลงโทษ ซึ่งเปนผลรวมของนอรม-2 ลงในฟงกชันจุดประสงค

ปญหานี้จึงเขียนไดเปน

minimize
A

(1/2)∥Y −AH∥2F+

λ
∑
i ̸=j

∥∥∥[(A1)ij (A2)ij · · · (Ap)ij
]∥∥∥

2
(7)

โดย λ เปนพารามิเตอรลงโทษ ปญหาในรูปแบบนี้ถูกจัดเปน
ปญหาแบบลาซโซกลุม (group lasso problem) ซึ่งถูก
เสนอโดย [10] ผลบวกของนอรม-2 ทำหนาที่เปนเหมือนกับ
ฟงกชันลงโทษแบบนอรม-1 ที่สามารถทำใหพจนของนอรม-2
สำหรับบางคา (i, j) มีคาเปนศูนย และ หากพจนนอรม-2 ที่
(i, j) ใดๆ มีคาเปนศูนย จะไดวา (A1)ij = (A2)ij =

. . . = (Ap)ij = 0 การเพิ่มฟงกชันลงโทษแบบดังกลาว
ลงในฟงกชันจุดประสงค จึงเปนการทำใหพารามิเตอรของแบบ
จำลองมีตำแหนงศูนยรวมกันตามตองการ

จากปญหา (7) จะเห็นวาพจนฟงกชันลงโทษ จะไมรวม
นอรม-2 กรณี (i, j) ซึ่ง i ̸= j เนื่องจาก (Ak)ii สำหรับ
k = 1, 2, . . . , p เปนพารามิเตอรที่แสดงถึงความสัมพันธของ
สมองโนดที่ i ที่มีตอตัวเอง เราจึงมีสมมติฐานวาพารามิเตอรดัง
กลาวอาจจะไมเปนศูนย

ในหัวขอตอไป จะกลาวถึงรายละเอียดของขั้นตอนวิธีนำมา
ศึกษาในโครงงานนี้ รวมถึงการประยุกตใชขั้นตอนวิธีเหลานั้น
กับปญหา (7) ดวย

2.2 ขั้นตอนวิธี ADMM
เราจะพิจารณาขั้นตอนวิธี ADMM เพื่อแกปญหา (7) ขั้น

ตอนวิธี ADMM ถูกเสนอขึ้นเพื่อแกปญหาการหาคาเหมาะสุด
แบบคอนเวกซที่อยูในรูป

minimize f(x) + g(z)

subject to Ax+Bz = c
(8)

โดย x ∈ Rn
, z ∈ Rm เปนตัวแปรในการหาคาเหมาะสุด A ∈

Rp×n
, B ∈ Rp×m และ c ∈ Rp

สำหรับการใชขั้นตอนวิธี ADMM เราจะตองสรางลากราน-
เจียนตอเติม Lρ ขึ้นมากอน ซึ่ง Lρ เปนฟงกชันของตัวแปร x, z

และ ตัวแปรคูกัน (dual variable) y ∈ Rp นิยามโดย

Lρ(x, z, y) = f(x) + g(z) + yT (Ax+ bz − c)+

(ρ/2)∥Ax+ bz − c∥22 (9)
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โดยที่ ρ > 0 เปนพารามิเตอรของวิธี ADMM ซึ่งมองได
วาเปนพารามิเตอรลงโทษ สำหรับเศษเหลือจากสมการเงื่อนไข
บังคับในปญหา (8)

ในการใชขั้นตอนวิธี ADMM แกปญหา (7) เราเขียนปญหา
ใหอยูในรูปแบบของ ADMM ไดคือ

minimize
A

(1/2)∥Y −AH∥2F+

λ
∑
i ̸=j

∥∥∥[(Z1)ij (Z2)ij · · · (Zp)ij
]∥∥∥

2

subject to A− Z = 0

(10)

โดยมีตัวแปรคือ A = [A1 A2 · · · Ap] ∈ Rn×np
,

Z =
[
Z1 Z2 · · · Zp

]
∈ Rn×np และ Y ∈ Rn×(N−p)

,

H ∈ Rnp×(N−p)

เมื่อประยุกตใชขั้นตอนวิธี ADMM กับรูปแบบปญหานี้ จะมี
ขั้นตอนการปรับตัวแปรตางๆดังนี้
กำหนดให A(0), Z(0), U (0) เปนคาเริ่มตนของการวนซํ้า, ρ > 0,
k = 0

ทำซํ้า ปรับตัวแปรเรียงลำดับดังนี้

1. A(k+1) := argmin
A

1

2
∥Y −AH∥2F+

ρ

2
∥A− Z(k) + U (k)∥2F (11)

2. Z(k+1) := argmin
Z

ρ

2

∥∥∥Z −
(
A(k+1) + U (k)

)∥∥∥2
F
+

λ
∑
i ̸=j

∥∥∥[(Z1)ij (Z2)ij · · · (Zp)ij
]∥∥∥

2
(12)

3. U (k+1) := U (k) +A(k+1) − Z(k+1) (13)

จนกระทั่ง จุดประมาณของจุดตํ่าสุด หรือ คาประมาณของ
คาตํ่าสุด ของฟงกชันจุดประสงค สอดคลองกับเกณฑการหยุด
(stopping criterion) ที่กำหนดไว

ตอไปจะกลาวถึงรายละเอียดในการคำนวณสูตรการปรับ
ตัวแปรตาม (11) และ (12)

จาก (11) A(k+1) ไดจากผลเฉลยของปญหาการหาคา
เหมาะสุดแบบไมมีเงื่อนไขบังคับ เมื่อใชเงื่อนไขความเหมาะ
ที่สุด (optimality condition) นั่นคือ เงื่อนไขเกรเดียนตเปน
ศูนย (zero-gradient condition) ซึ่งเขียนไดเปน

∇A

(
1

2
∥Y −AH∥2F +

ρ

2
∥A− Z(k) + U (k)∥2F

)
= 0

เราจะไดวาขั้นตอนการปรับตัวแปร A มีรูปแบบปดคือ

A(k+1) =
(
ρ
(
Z(k) − U (k)

)
+ Y HT

)(
HHT + ρI

)−1 (14)

ซึ่งเปนการแกสมการเชิงเสน จาก (14) จะเห็นวา
(
HHT +

ρI
)

≻ 0 เสมอ การคำนวณจึงเริ่มจากการแยกตัวประกอบ
โชเลสกี้ (Cholesky factorization) ของพจน

(
HHT + ρI

)
เก็บไวกอนในหนวยความจำ เนื่องจากเปนพจนคงที่ในทุกรอบ
การวนซํ้า การแยกตัวประกอบนี้มีคาสิ้นเปลืองในการคำนวณ
อยูที่ O((1/3)(np)3) จากนั้นจึงใชตัวประกอบที่แยกมาได เพื่อ
คำนวณ A(k+1) เราจะไดวา สำหรับขั้นตอนการปรับคาตัว
แปร A ตาม (11) มีคาสิ้นเปลืองในการคำนวณอยูในอันดับ
O(((1/3)p3 + 2p2)n3)

สวนขั้นตอนการปรับตัวแปร Z ตาม (12) จะเห็นวาเรา
สามารถคำนวณที่แตละดัชนี (i, j) แยกกันได ดังนั้นขั้นตอนนี้
จึงเปนการแกปญหาการหาคาเหมาะสุดยอยๆ จำนวน n ปญหา
โดยเมื่อกำหนดให

zij =



(Z1)ij

(Z2)ij
...

(Zp)ij


∈ Rp

, wij =



(A1 + U1)ij

(A2 + U2)ij
...

(Ap + Up)ij


∈ Rp

แตละปญหายอยจะมีคาเหมาะสุดในตัวแปร zij อยูในรูป

zij = argmin
z

(1/2)∥z − wij∥22 + (λ/ρ)∥z∥2

ซึ่งมีพจน ∥z∥2 ที่ไมสามารถหาอนุพันธได เมื่อใชเงื่อนไขความ
เหมาะที่สุดสำหรับฟงกชันที่หาอนุพันธไมได ซึ่งใชหลักการของ
แคลคูลัสเกรเดียนตยอย (subgradient calculus) แลว เราจะ
ไดวา ผลเฉลย zij มีรูปแบบปดคือ

zij =


wij

∥wij∥2

(
∥wij∥2 − (λ/ρ)

)
, ∥wij∥2 ≥ (λ/ρ)

0 , ∥wij∥2 < (λ/ρ).

(15)
ซึ่ง เราเรียกการกระทำบนตัวแปร zij ตาม (15) วาการขีดกั้น
แบบออน (soft thresholding) ซึ่งตัวกระทำดังกลาว ใชคาสิ้น
เปลืองในการคำนวณที่นอยมาก

สำหรับขั้นตอนการปรับตัวแปร U เปนเพียงการบวกลบ
เมทริกซธรรมดา โดยมีคาสิ้นเปลืองในการคำนวณอยูที่
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O(2pn2) ดังนั้น เราจะเห็นวาในการคำนวณแตละรอบการวน
ซํ้า ขั้นตอนการปรับตัวแปร A จะมีคาสิ้นเปลืองมากที่สุด และ
ทำใหการคำนวณของขั้นตอนวิธี ADMM โดยรวมมีคาสิ้นเปลือง
อยูในอันดับ O(((1/3)p3 + 2p2)n3)

2.3 ขั้นตอนวิธี FISTA

ขั้นตอนวิธี FISTA ใชกับปญหาคอนเวกซที่อยูในรูปแบบ

minimize f(x) + g(x) (16)

โดยที่ f เปนฟงกชันที่หาอนุพันธได สวน g เปนฟงกชันที่หา
อนุพันธไมได ซึ่งขั้นตอนวิธี FISTA จะเหมาะกับ g ที่สามารถ
คำนวณตัวกระทำพร็อกซิมิตี้ไดงาย โดยตัวกระทำพร็อกซิมิตี้
สำหรับฟงกชันคอนเวกซ g นิยามโดย

proxg(x) = argmin
u

(
g(u) +

1

2
∥u− x∥22

)
(17)

โดยทั่วไป สำหรับปญหา (16) หากใชวิธีเกรเดียนตยอย และ
ตองการใหคาตํ่าสุดที่คำนวณได กับคาตํ่าสุดจริงของปญหา
คลาดเคลื่อนกันไมเกิน ϵ จะตองใชจำนวนรอบการวนซํ้าใน
อันดับ O(1/ϵ2) แตเมื่อมีการเสนอขั้นตอนวิธี FISTA ขึ้นมาใน
[5] สมบัติการลูเขาสำหรับปญหา (16) ถูกปรับปรุงขึ้นจากการ
ใชเกรเดียนตยอยเปนอยางมาก โดยไดมีการพิสูจนใน [5] วา
หาก ∇f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบลิพชิทซ (Lipschitz contin-
uous function) ดวยแลว จำนวนรอบการวนซํ้าเมื่อใชขั้นตอน
วิธี FISTA จะอยูในอันดับเพียง O(1/

√
ϵ)

ในการใชขั้นตอนวิธี FISTA แกปญหาการหาแบบจำลอง
กรณีไมทราบรูปแบบศูนยรวม เราจะกำหนดให

f(A) = (1/2)∥Y −AH∥2F

g(A) = λ
∑
i̸=j

∥∥∥[(Z1)ij (Z2)ij · · · (Zp)ij
]∥∥∥

2

ดังนั้น เมื่อประยุกตใชขั้นตอนวิธี FISTA กับรูปแบบปญหานี้ จะ
ไดขั้นตอนการปรับตัวแปรตางๆ ดังนี้

กำหนดให A(0) เปนคาเริ่มตนของการวนซํ้า, A(−1) = A(0),
k = 0

ทำซํ้า ปรับตัวแปรดังนี้

1. V := A(k) +
k − 2

k + 1

(
A(k) −A(k−1)

) (18)

2. A(k+1) := proxtkg(V − tk∇f(V )) (19)

จนกระทั่ง จุดประมาณของจุดตํ่าสุด หรือ คาประมาณของ
คาตํ่าสุด ของฟงกชันจุดประสงค สอดคลองกับเกณฑการหยุด
(stopping criterion) ที่กำหนดไว

เมื่อเรากำหนดให C = V − tk∇f(V ) และอาศัยนิยามจาก
(17) เราจะไดสูตรการปรับตัวแปร A คือ

A(k+1) = argmin
U

(1/2)∥U − C∥2F+

λtk
∑
i ̸=j

∥∥∥[(U1)ij (U2)ij · · · (Up)ij
]∥∥∥

2

เราจะสังเกตเห็นวา ขั้นตอนการปรับตัวแปร A ดานบนนี้ มี
รูปแบบเดียวกับการปรับตัวแปร Z ในขั้นตอนวิธี ADMM จาก
(12) นั่นคือตัวแปร A จะถูกคำนวณโดยตัวกระทำขีดกั้นแบบ
ออน (soft thresholding operator) เชนเดียวกับ (15)

สำหรับระยะขั้น tk เราสามารถใชไดสองแบบ คือ
แบบระยะขั้นคงที่

กรณีนี้ เรากำหนดใหระยะขั้นคงที่ตลอดการวนซํ้า และ
เลือกคาระยะขั้นเปน tk = 1/L โดยที่ L เปนคาคงที่ลิพชิทซ
ของฟงกชัน ∇f ซึ่งสำหรับกรณีนี้ เราจะไดวา

L =
√

λmax
(
HHTHHT

)
แบบระยะขั้นแปรคา

กรณีนี้ เราตองการใชคา tk ที่ทำใหอสมการ

f(A(k+1)) ≤ f(U) +∇f(U)T (A(k+1) − U)+

(1/2tk)∥A(k+1) − U∥2F (20)
เปนจริงในทุกๆรอบการวนซํ้า ซึ่งอสมการ (20) สามารถมอง
ไดวาเปนเงื่อนไขอันดับที่หนึ่ง (first-order condition) ของ
ฟงกชันคอนเวกซอยางมาก (strongly convex function) หาก
คา tk ไมสอดคลองกับเงื่อนไขขางตน เราจะลดคา tk ลงตาม
สูตร tk := γtk เมื่อ γ ∈ (0, 1) จนกวาคา tk ที่ได จะทำให
อสมการ (20) เปนจริง
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3 ผลการทดลอง

การทดลองในโครงงานนี้ เปนการเปรียบเทียบสมบัติตางๆ
ของขั้นตอนวิธี ADMM, ขั้นตอนวิธี FISTA แบบระยะขั้นคงที่
และ ขั้นตอนวิธี FISTA แบบระยะขั้นแปรคา เมื่อนำขั้นตอน
วิธีเหลานั้นมาใชแกปญหาการหาแบบจำลอง AR จากขอมูลที่
สังเคราะหขึ้นมาเอง โดยคอมพิวเตอรที่ใชเปนระบบปฏิบัติการ
ubuntu 12.04 LTS 32−บิต พื้นที่หนวยความจำ 3.9 กิกะไบต มี
ตัวประมวลผลคือ Intel R⃝ Xeon(R) CPU X3450 2.67GHz ×8

3.1 การสังเคราะหขอมูล

ในการสังเคราะหแบบจำลอง AR ตาม (2) เราจะเริ่มตน
ดวยการสังเคราะหพารามิเตอร A1, A2, . . . , Ap ที่ทำใหแบบ
จำลอง AR มีเสถียรภาพ ขั้นแรกจะสรางรูปแบบศูนยรวมของ
A1, A2, . . . , Ap ขึ้นมากอน จากนั้นจึงสรางเมทริกซ Ak, k =

1, 2, . . . , p ใหตำแหนงของสมาชิกที่ไมเปนศูนย ตรงกับรูป
แบบศูนยรวมที่สรางขึ้นมา สุดทายจึงตรวจสอบเสถียรภาพของ
ระบบ โดยพิจารณาจากสมการสถานะของระบบเชิงเสนเวลาวิ
ยุต

x(t+ 1) = Ax(t) + Bν(t), (21)

x ∈ Rnp
, A ∈ Rnp×np

, B ∈ Rn×np โดยที่

x(t) =



y(t− 1)

y(t− 2)

...
y(t− p)


, A =



A1 A2 · · · Ap

0 I · · · 0

... ... . . . ...
0 0 · · · I


, B =



I

0

...
0



เนื่องจากระบบเชิงเสนเวลาวิยุตตาม (21) มีเสถียรภาพก็ตอ
เมื่อ คาเจาะจงทุกตัวของ A อยูในวงกลมหนึ่งหนวย ดังนั้นหาก
เมทริกซ A1, A2, . . . , Ap ที่สังเคราะหขึ้นมา ไมสอดคลอง
กับเงื่อนไขเสถียรภาพดังกลาว เราก็จะเริ่มสังเคราะหเมทริกซ
A1, A2, . . . , Ap ใหม

หลังจากสังเคราะหไดพารามิเตอรที่ทำใหแบบจำลองมี
เสถียรภาพแลว ก็จะเริ่มสังเคราะหสัญญาณออก y(t) สำหรับ
t = 1, 2, . . . , N ตาม (2) โดยกำหนดใหสัญญาณรบกวนมีการ
แจกแจงแบบปรกติ

3.2 การเปรียบเทียบสมบัติของขั้นตอนวิธีตางๆ

ในหัวขอนี้ เราแบงการทดลองออกเปนสองกรณีคือ กรณี
พารามิเตอร A หนาแนน และ กรณีพารามิเตอร A เบาบาง ทั้ง
สองกรณีใชแบบจำลอง MAR อันดับ 3 มีจำนวนขอมูลทั้งหมด
500 ตัว แตละตัวเปนเวกเตอรใน R100 ในแตละกรณี เรา
ทำการทดลองที่คา λ แตกตางกัน 11 คาซึ่งเวนระยะหางเทาๆ
กันตามมาตราสวนเชิงลอการิทึมในชวง [0.01λmax, λmax] โดยที่
λmax คือคาพารามิเตอรลงโทษที่นอยที่สุดที่ทำใหผลเฉลยของ
ปญหา (7) เปนเมทริกซทแยงมุม

ขอมูลที่บันทึกในการทดลองที่แตละคา λ ไดแก คา
ของฟงกชันจุดประสงคในแตละรอบการวนซํ้า, ตำแหนงของ
สมาชิกที่ไมเปนศูนยของผลเฉลย, และ เวลาที่ใชในการคำนวณ
จนไดผลเฉลยออกมา โดยสำหรับการบันทึกเวลา ในแตละคา λ

จะคำนวณซํ้า 50 ครั้ง แลวจึงนำคาเฉลี่ยของเวลาที่บันทึกไดมา
ใชเปรียบเทียบผลการทดลอง

นอกจากนั้น สำหรับขั้นตอนวิธี ADMM จะมีพารามิเตอร ρ
(จาก (9)) ดวย ในการทดลองจึงจัดใหมีการเปลี่ยนแปลงคา ρ

ดวย โดยคาที่ใชไดแก ρ = 0.1λ, 0.5λ, λ, 5λ, 10λ, 50λ, และ
100λ

หลังจากทำการทดลองเสร็จทั้งหมด จึงนำขอมูลที่บันทึกไว
มาประมวลผล ขั้นแรกจะพิจารณาวาที่ λ คาใดใหความคลาด
เคลื่อนของแบบจำลองที่สรางขึ้น กับ แบบจำลองที่เปนตนแบบ
นอยที่สุด ความคลาดเคลื่อนดังกลาวคำนวณโดย

ความคลาดเคลื่อน =

จำนวนตำแหนงสมาชิกของพารามิเตอรที่ทำนายพลาด
จำนวนสมาชิกของพารามิเตอรทั้งหมด

(22)

สำหรับขั้นตอนวิธี ADMM นั้น จะพิจารณาดวยวา ที่ λ

แตละคา พารามิเตอร ρ มีผลกระทบตอเวลาที่ใชในการคำนวณ
อยางไรบาง หลังจากนั้นจะเปรียบเทียบผลจากทั้งสามขั้นตอน
วิธีทั้งดาน เวลาที่ใชในการคำนวณ และ ความคลาดเคลื่อน
สัมพัทธระหวางคาฟงกชันจุดประสงคของ (7) ในแตละรอบกา
รวนซํ้า กับคาตํ่าสุดของ (7) ที่ประมาณจากการใชโปรแกรม
CVX ซึ่งถือวามีความแมนยำสูงกวา โดยใชคา λ ที่ใหความคลาด
เคลื่อนตาม (22) นอยที่สุด
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กรณีแบบจำลองจริงมีพารามิเตอร A หนาแนน
แบบจำลอง MAR จริงที่สรางไดในกรณีนี้ มีความหนาแนน

ของสมาชิกที่ไมเปนศูนยของพารามิเตอร A1, A2, . . . , Ap

เทากับ 0.60 โดยไดคา λmax = 47.82 จากผลการทดลองพบวา
λ = 0.016λmax ใหคาความคลาดเคลื่อนตํ่าที่สุดดังกราฟ
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รูปที่1: ผลของคา λ ที่มีตอความคลาดเคลื่อนของแบบจำลอง โดยเครื่องหมาย
สี่เหลี่ยมแสดงคา λ/λmax ที่ใหความคลาดเคลื่อนตํ่าสุด

จากผลการทดลอง จะเห็นวาการใชคา λ เปนอัตราสวนที่ตํ่า
เมื่อเทียบกับ λmax จะทำใหผลเฉลยของ (7) หนาแนน

สำหรับขั้นตอนวิธี ADMM ในการทดลองนี้พบวาคา ρ ที่สง
ผลใหใชเวลาในการคำนวณนอยที่สุด คือ ρ = 10λ สำหรับทุก
คา λ ยกเวนกรณีเดียวคือกรณี λ = λmax ซึ่ง ρ = 5λ ใหผลดี
ที่สุด จะเห็นไดจากกราฟดานลาง
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รูปที่2: ผลของคา ρ ตอเวลาที่ใชในการคำนวณของขั้นตอนวิธี ADMM เมื่อใช
คา λ ตางๆ กัน

ดังนั้น ตอไปจึงเปรียบเทียบผลการทดลองจากทั้งขั้นตอนวิธี
ADMM และ ขั้นตอนวิธี FISTA ทั้งสองแบบ โดยใชคา λ =

0.016λmax และสำหรับขั้นตอนวิธี ADMM จะใช ρ = 10λ
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รูปที่3: ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของคาฟงกชันจุดประสงคของปญหา (7) ใน
แตละรอบการวนซํ้า กับ คาตํ่าสุดของปญหา (7)
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รูปที่4: เวลาที่ใชในการคำนวณของขั้นตอนวิธี ADMM และ FISTA ที่คา λ

ตางๆกัน

กรณีแบบจำลองจริงมีพารามิเตอร A เบาบาง
แบบจำลอง MAR จริงที่สรางไดในกรณีนี้ มีความหนาแนน

ของสมาชิกที่ไมเปนศูนยของพารามิเตอร A1, A2, . . . , Ap

เทากับ 0.020 โดยไดคา λmax = 1.78 จากผลการทดลองพบวา
λ = 0.63λmax ใหคาความคลาดเคลื่อนตํ่าที่สุดดังกราฟ
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รูปที่5: ผลของคา λ ที่มีตอความคลาดเคลื่อนของแบบจำลอง โดยเครื่องหมาย
สี่เหลี่ยมแสดงคา λ/λmax ที่ใหความคลาดเคลื่อนนอยที่สุด

จากผลการทดลอง จะเห็นวาการใชคา λ เปนอัตราสวนที่สูง
เมื่อเทียบกับ λmax จะทำใหผลเฉลยของ (7) เบาบาง

สำหรับคา ρ ในขั้นตอนวิธี ADMM ที่สงผลใหใชเวลาในการ
คำนวณนอยที่สุด มีสองคาคือ ρ = 10λ และ ρ = 50λ ขึ้นอยู
กับคา λ ที่ใช สำหรับคา λ ที่ใหความคลาดเคลื่อนนอยสุดในการ
ทดลองนี้ พบวา ρ = 50λ ใหผลดีที่สุด
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รูปที่6: ผลของคา ρ ตอเวลาที่ใชในการคำนวณของขั้นตอนวิธี ADMM เมื่อใช
คา λ ตางๆ กัน

ในเปรียบเทียบผลการทดลองจากทั้งขั้นตอนวิธี ADMM
และ ขั้นตอนวิธี FISTA ทั้งสองแบบ จะใชคา λ = 0.63λmax

และสำหรับขั้นตอนวิธี ADMM จะใช ρ = 50λ

ผลการทดลองที่ได เปนดังกราฟตอไปนี้
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รูปที่7: ความคลาดเคลื่อนสัมพัทธของคาฟงกชันจุดประสงคของปญหา (7) ใน
แตละรอบการวนซํ้า กับ คาตํ่าสุดของปญหา (7)
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รูปที่8: เวลาที่ใชในการคำนวณของขั้นตอนวิธี ADMM และ FISTA ที่คา λ

ตางๆกัน

3.3 การทดลองแปรขนาดปญหา

ในการทดลองนี้ เราทดสอบขั้นตอนวิธี ADMM และ FISTA
แบบระยะขั้นแปรคา กับปญหาการจำลอง MAR อันดับ p = 3

ขนาดตางๆคือ n = 50, 100, 500, และ 1000 ปญหาดังกลาว
จะมีจำนวนตัวแปร เทากับ n2p ตัวอยางเชน ปญหาการหาแบบ
จำลอง MAR อันดับ 3 ที่มี n = 1000 จะมีจำนวนตัวแปรมาก
ถึง 3, 000, 000 ตัว
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รูปที่9: เวลาที่ใชในการคำนวณของขั้นตอนวิธี ADMM และ FISTA ที่ปญหา
ขนาดตางๆกัน

4 บทสรุป

สำหรับขั้นตอนวิธี ADMM จะเห็นวาคาพารามิเตอร ρ

สงผลตอเวลาที่ใชในการคำนวณอยางเห็นไดชัด และ พบวา
เมื่อสมาชิกที่ไมเปนศูนยของพารามิเตอรแบบจำลองที่เปนตัว
ตนแบบ มีความหนาแนนนอยลง จะตองใชคา ρ ที่สงผลใหใช
เวลาในการคำนวณนอยที่สุด จะเพิ่มมากขึ้น และจากผลการ
ทดลอง จะเห็นวาควรใชคา ρ ในชวง 10 ถึง 50 เทาของ λ

ในการทดลองกรณีพารามิเตอร A หนาแนน พบวาถึง
แมขั้นตอนวิธี ADMM จะใชเวลาในการคำนวณมากกวา แต
จะใชจำนวนรอบการวนซํ้าที่นอยกวา ในทางกลับกัน กรณี
พารามิเตอร A เบาบาง พบวาขั้นตอนวิธี ADMM จะใชผลการ
ลูเขาที่ไมดีนัก เมื่อเปรียบเทียบกับขั้นตอนวิธี FISTA ทั้งสอง
แบบ แตทั้งนี้สำหรับทั้งสองกรณีพบวา คาตํ่าสุดของฟงกชัน
จุดประสงคที่ไดจากขั้นตอนวิธี ADMM เขาใกลคาตํ่าสุดจริงที่
ไดจากการคำนวณโดยใชโปรแกรม CVX มากกวาขั้นตอนวิธี
FISTA ทั้งสองแบบ

สำหรับทั้งขั้นตอนวิธี ADMM และ FISTA ถือวาใชเวลา
ในการคำนวณในระดับที่ยอมรับได โดยเมื่อปญหามีตัวแปรมาก
ถึง 3, 000, 000 ตัว ยังใชเวลาในการคำนวณเพียงไมเกิน 1

ชั่วโมงเทานั้น ในขณะที่ปญหาขนาดใหญเชนนี้ ไมสามารถใช
ตัวแกปญหาทั่วไป (general solver) ที่เขียนขึ้นโดยใชวิธีจุด
ภายใน (interior-point method) ได

5 กิตติกรรมประกาศ
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ภาคผนวก

ในการแกปญหาการหาแบบจำลอง AR กรณีที่ไมทราบรูปแบบศูนยรวม ซึ่งมีรูปแบบปญหาคือ

minimize
A

∥Y −AH∥2F

subject to (Ak)ij = 0, (i, j) /∈ V, k = 1, 2, . . . , p

โดยที่ V คือเซตของตำแหนงสมาชิกที่ไมเปนศูนยของพารามิเตอร Ak เราจะจัดกลุมขอมูล และ ตัวแปรของปญหาในรูปแบบใหม โดย
นิยามตัวแปร

aij = [(A1)ij (A2)ij · · · (Ap)ij ]
T ∈ Rp (23)

เพื่อความสอดคลองกันกับตัวแปรที่กำหนดขึ้นใหม ให

Y =



yT1
yT2
...
yTn


, Xj =



H(j,1) H(j+n,1) · · · H(j+(p−1)n,1)

H(j,2) H(j+n,2) · · · H(j+(p−1)n,2)

... ... . . . ...
H(j,N−p) H(j+n,N−p) · · · H(j+(p−1)n,N−p)


สุดทายเราจะไดวา ปญหาเดิมสามารถเขียนใหมเปนปญหากำลังสองตํ่าสุดยอยๆได n ปญหา คือ

minimize
a

1

2

∥∥∥∥∥∥yi −
n∑

j=1

Xjaij

∥∥∥∥∥∥
2

2

subject to aij = 0, (i, j) /∈ V

สำหรับ i = 1, 2, . . . , n นอกจากนั้นสังเกตวาสำหรับ (i0, j0) /∈ V เมทริกซ Xj0 จะไมเกี่ยวของกับการคำนวณเลย ดังนั้น ที่ i = i0ใดๆ
เราสามารถหา ai0j) สำหรับ (i0, j) ∈ V ไดจากผลเฉลยของปญหา

minimizea
1

2

∥∥yi0 −Xa∥∥2
2

โดยที่ a ∈ RMp ไดจากการนำเวกเตอร a(i0j), (i0, j) ∈ V มาเรียงตอกันตามแนวตั้ง, X ∈ R(N−p)×Mp ไดจากการนำเมทริกซ
Xj , (i0, j) ∈ V มาเรียงตอกันตามแนวนอน และ M คือจำนวนดัชนี j ซึ่ง (i0, j) ∈ V

เมื่อ X เปนเมทริกซแบบเต็มขั้น เราจะไดวา

a =
(
XTX

)−1

XTyi0 (24)
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